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Vorwort

Durch die Neukonzeption des Master-Studienganges Mikro- und Nanotechnik zum
Sommersemester 2013 hat die Vorlesung Advanced Topics eine grundlegende Ande-
rung erfahren.

Sie beschriankt sich jetzt auf die zur Beschreibung der chemischen Bindung not-
wendigen Sachverhalte der Quantenmechanik in den ersten zwei Kapiteln, um dann
die chemische Bindung mit wechselwirkungsfreien Elektronen zu behandeln.

Zusétzlich wurde ein Abschnitt iiber die Stérungsrechnungen 1. und 2. Ordnung
im Rahmen des HMO-Modells aufgenommen und ein Kapitel {iber die Methode von
HARTREE und Fock zur Berechnung von Eigenwerten der Energie grofierer Molekiile.
Uberlegung dahinter war die Simulation von Benzol und einigen Derivaten wie Toluol,
Anilin und Nitrobenozol mit HMO und mit Gaussian, mit dem ab-initio-Rechnungen
durchgefiihrt werden sollen, also voraussetzungslos, nur mit NEWTONscher Mechanik
und der Elektrodynamik ausgeriistet.

Die Nomenklatur ist da leider nicht sehr einheitlich. Ich baue auf dem HEILBRON-
NER/BoOCK auf und dem MURRELL/KETTLE/ TEDDER, die sich dort vorbildhaft ver-
dient gemacht haben.

Der letzte Teil schlielich gehort speziellen Kapiteln aus der Festkorperphysik.
Eine wichtige Fragestellung ist die Entstehung des Bandgaps. Wenn Sie sich das im
Buch von CHARLES KITTEL ansehen, stellen Sie fest, dal die genaue Herleitung fast
iiber ein ganzes Kapitel geht. Das muf§ also abgekiirzt werden dadurch, dafl auf bereits
Bekanntes zuriickgegriffen wird, das, was in der Naturwissenschaft unter ,, Verstehen*
gemeint wird. Das geht ganz gut mit einer Storungsrechnung 2. Ordnung, die ja in
[,5 eingefiihrt wurde.

Auflerdem werden die wichtigsten Eigenschaften der BLOCH-Gleichung behandelt
und zum Abschluf} einige Pseudopotentiale.

Anschlieflend noch einige Kapitel aus dem Skriptum Advanced Topics, da hier
etwa einige Bilder enthalten sind, die fiir Ausfliige in die NMR und ESR sehr niitzlich
sind.



IT



Inhaltsverzeichnis

1 Wellen

1.1 Wellengleichung . . . . . .. .. ... ... ...
1.2 Uberlagerung von Wellen gleicher Amplitude und Frequenz . . . . . .
1.3 Intensitit einer propagierenden Welle . . . . . . . . .. .. ... ...
1.4 Wellengruppen und Gruppengeschwindigkeit . . . . . . .. ... ...
1.5 Wellenpaket einer konventionellen Welle . . . . . . .. ... ... ..
1.6 Wellenpaket einer Materiewelle . . . . . . . .. ... ... .. ....

1.6.1 Die 0-Funktion . . ... ... ... .. ... .. ........

1.6.2  Gruppengeschwindigkeit . . . . . . ... ... ... ... ...

1.6.3 Kohérente Wellen . . . . . . . ... ... ... ... ......
1.7 Linearitdt und Superpositionsprinzip . . . . . . . . .. ... ... ..
1.8 Operationen mit Matrizen . . . . . . . . . ... ... ...

2 Spezielle Systeme

2.1 Hohere Aromaten . . . . . .. ..o
2.2 Metall-Metall-Bindungen . . . . . . .. ... ... 0L
2.2.1 Phanomenologie . . . . . . . . ... ... .. ..

2.3 Metall-Cluster mit Metall-Metall-Einfachbindungen . . . . . . .. ..
2.3.1  Ubergangsbereich . . . . . . .. .. ... .. .. ... .....
2.3.2  Verkniipfungen der Cluster . . . . . . .. .. .. .. ... ...
2.3.3 Kolumnarstrukturen: Magnussches Salz . . . . . .. ... ...
2.3.3.1 Konfigurationswechselwirkung (CI).. . . ... .. ..

2332 Bénder .. ... ... L

2.3.4 Zweidimensionale ,, Verdiinnte“ Metalle . . . . . . . ... ...
2.3.5 Dreidimensionale , Verdiinnte® Metalle . . . . . .. .. .. ..

2.4 Anorganische Syteme mit Mehrfachbindung . . . . .. .. ... ...
2.4.1 Experimentelle Sachverhalte . . . . . .. ... ... ... ...
2.4.2  Auswertung und Diskussion . . . .. ... ... 0L
2.4.3 Strukturanalyse . . . . . .. ... oo

2.5 Schlufibetrachtung . . . . . ... ... ...

3 Storungsrechnung 1. Ordnung in der HMO-N&herung
3.1 Einfiihrung und Begriffe . . . . . .. ... ... ... 0.

O O O Ut =~ — =

11
11
12

15
15
16
16
17
17
21
22
23
24
24
26
27
27
27
29
30

33



1Y

3.2
3.3

Inhaltsverzeichnis

Isokonjugierte Systeme . . . . . .. ... oL
Aufgaben und Losungen . . . . .. ... oo oL

4 Storungsrechnung 2. Ordnung in der HMO-N&herung

4.1

4.2
4.3

Gestorte Zustande . . . . . L
4.1.1 Naherungslosung . . . . . . .. ... ...
Polarisierbarkeiten . . . . . . . .. ... ..
Aufgaben und Losungen . . . . .. . ... oo

5 Hartree-Fock-Verfahren

5.1
5.2
5.3

Einleitung . . . . . . . . .. o
Vorgehensweise . . . . . .. ... Lo
Basissitze . . . . . . ..o
5.3.1 Slater Type Orbitals (STOs) . . . . . .. ... ... ... ...
5.3.2  Gaussian-type orbitals (GTOs) . . . .. ... ... ... ...

5.3.2.1 Nomenklatur der GTOs am Beispiel des Methans. . .
5.3.3 Nomenklatur der Basis-Sétze nach Pople . . . . . . .. .. ..

6 Berechnung von Energiebindern mit Pseudopotentialen

6.1
6.2
6.3

6.4

6.5

Motivation des nichtlokalen Pseudopotentials . . . . . . . .. ... ..
Zellenmethode: Methode von Wigner und Seitz . . . . .. .. .. ..
tight-binding-Methode . . . . . . . .. .. ... .. ... ... ...
6.3.1 Wellenfunktion . . . ... ... ... ... ... ...,
6.3.2 Eigenwerte der Energie . . . . . . .. ... ...
6.3.2.1 Eindimensionales Gitter. . . . . . . .. .. ... ...
OPWs . . e
6.4.1 Einfilhrung . . . ... ... ... o o
6.4.1.1 Elektron im Kasten, im Zentralfeld . . . . . . .. ..
6.4.2 Ableitung . . . .. ...
6.4.2.1  Wellenfunktion. . . . . .. . ... ... ... .....
6.4.2.2 FEigenwerte der Energie. . . . . . ... ... ... ..
Pseudo-Potentiale . . . . . . ... ... ...
6.5.1 Allgemeine Betrachtung . . . . . ... .. ... ... ... ..
6.5.2 Modellpotentiale . . . .. ... ... ... ... ... .....
6.5.2.1 Potential von ASHCROFT. . . . . . .. .. .. ....
6.5.2.2 Potential von HEINE und ABARENKOW. . . . . . . .

7 Reihenentwicklungen

7.1

7.2

Fouriersynthese . . . . . . . . . . .. o
7.1.1 Vergleich zur Taylor-Reihe . . . . . . . .. .. ... ... ...
Kugelfunktionen . . . . . . . . . . . ...
7.2.1 Legendresche Polynome . . . ... ... ... .........
7.2.1.1 Die erzeugende Funktion. . . . ... ... ... ...
7.2.1.2 PO und Pl. .......................
7213 Fy, Pbund P, . . . ... o

49
49
ol
53
54

55
%)
%)
57
o7
58
62
63

65
66
67
68
68
69
69
71
71
71
71
71
74
75
7
76
76
79



Inhaltsverzeichnis Vv

7.2.1.4  Rekursionsbeziehungen. . . . . ... ... ... ... 86

7.2.1.5 Formel von Rodrigues . . . .. ... ... ... ... 87

7.2.2  Zugeordnete Legendresche Kugelfunktionen . . . . . . .. .. 87
7.2.3 Zugeordnete Kugelflichenfunktionen . . . . . ... ... ... 88

7.3 Aufgaben und Losungen . . . . . .. ... ... L. 88
7.3.1 Ableitungen . . . . . ... 89

8 Elektromagnetische Masse 93
8.1 Die Feldenergie einer Punktladung . . . . . ... ... ... .. ... 93
8.2 Der Impuls einer bewegten Ladung . . . . . .. ... ... ... ... 94
8.3 Ist alles elektromagnetische Masse? . . . . . .. .. .. .. ... ... 95
8.4 Das sich beschleunigt bewegte Elektron . . . . . . .. ... ... ... 96
8.5 Elementarteilchen . . . . . . . ... 000 oo 99
8.6 Aufgaben und Losungen . . . . . ... .. ... .. ... .. .. ... 100
9 Dipole 107
9.1 Dipolpotential . . . . . . ... 107
9.1.1 Approximatives Dipolpotential . . . . . . . . .. .. ... ... 108
9.1.2 Das elektrische Feld eines Dipols . . . . .. .. ... .. ... 110
9.1.3 Zusammenfassung . . . . .. ... Lo 112

9.2 Multipolentwicklung . . . . . ... ..o Lo 112
9.3 Abstrahlung von bewegten Ladungen . . . . . . . ... .. ... ... 114
9.3.1 Intensitét des Strahlungsfeldes in grofien Entfernungen (Fernfeld)114
9.3.2 Nahfeld . .. ... ... ... 119
9.3.2.1 Fourier-Komponenten. . . . . . .. ... ... .... 120

9.3.3 Strahlungsddmpfungskraft . . . . . . ... ... ... ... .. 124

Literaturverzeichnis 127



VI

Inhaltsverzeichnis



1 Wellen

1.1 Wellengleichung

Wir betrachten einen langen Stab mit dem Querschnitt A, der Dichte p und dem
E-Modul E in z-Richtung (Abb. 1.1). Wenn an der Stelle x eine auslenkende Stérung
¢ auftritt, die elastischer Natur sein soll, dann hat zur gleichen Zeit an der Stelle
x + dz die Storung den Wert £ 4 d¢; aulerdem ist

., 08
E+de=E+ 5> dr (1.1)

Das Stabelement ist unter dem Einflufy der Kréfte durch Zug

Stelle z : (z,t) : Zug (1.2)

] Abb.1.1. Zur Herleitung und
Nomenklatur der Wellenglei-
A —> DAL chung einer longitudinalen
Storung in einem sehr langen
(quasi eindimensionalen)
SE Stab. ¢ ist als 0 zu lesen.
X dx %Eﬂ\ + adx ‘)T
und Druck

Stelle x + dx : 0 + 0o /Oxdx : Druck (1.3)

verldngert worden, wobei diese Verlingerung nach dem HOOKEschen Gesetz

%4
Al gde 08 o (1.4)
[ dx or FE

betrdgt. Neben der elastischen Verformung mufl man aber auch die Bewegung des
Stabelements zwischen z und z + dz betrachten. Nach dem 2. NEwWTONschen Axiom
ist die Kraft dF' auf das Massenelement dm:



0%¢

dF = d
Mo

1 Wellen

(1.5)

dabei ist dies die Differenz der Krifte, die von links und von rechts auf das Stabele-

ment einwirken. Die Differenz der Driicke ist nach Gln. (1.40)

do = a—dx = dF = Ado = Aa—adx
ox ox

Damit wird fiir die resultierende Kraft

32§ 30

Das Massenelement dm kann geschrieben werden als

dm = pdV = pAdz.
Damit wird schlieflich
e _oo
Por ~ ox
Mit % = & wird fiir die rechte Seite von GI. (1.9)

do %€
“ _gpZS
ox Ox?’
womit wir die wunderschén symmetrische Wellengleichung
e _ B0
o2 p 0x?

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.10)

(1.11)

fiir eine elastische Welle lings des Stabes der Dichte p und dem E-Modul E erhalten.

Zur Aufstellung der Wellengleichung bendtigt man also vier Schritte:

1. Betrachtung der Verldngerung des Stabelements dm;
2. Anwendung des 2. NEWTONschen Axioms;
3. Feststellung der Giiltigkeit des HOOKEschen Gesetzes;

4. Gleichung fiir die Fortpflanzung der Stérung &.

Die Wellengleichung wird durch den allgemeinen Ansatz

(1.12)

= flz—ct)
gelost, wobei f eine zweimal nach Ort und Zeit differenzierbare Funktion sein muf:
0y %Y
w:f”(ff—d) atZ —w—c f(.’l?—Ct)

(1.13)
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was von den Kreisfunktionen Sinus und Cosinus sowie von der Exponentialfunktion
mit imagindrem Argument geliefert wird. Schreiben wir

Yy =x — ct, (1.14)

erhalten wir eine Funktion, die nur von y abhingt. Trennen wir das auf in = und
t, dann ist f(x) eine Funktion des Profils, die sich mit der Geschwindigkeit ¢ nach
positiven Werten von x bewegt. Ein mit der Geschwindigkeit ¢ sich nach rechts bewe-
gender Beobachter beobachtet immer denselben Funktionswert oder dieselbe Phase y
von . Daher heif$t ¢ die Phasengeschwindigkeit.

Beispiel 1.1 z —ct =0 = f(y) hat ein Maximum.
e Falll: 2 =0=1t=0.

e Fall 2: t =10 = f(y) hat ein Maximum bei z = 10c.

Diese Funktion wird auch oft

flo—ct) = f(t=2) (1.15)
geschrieben:

T xr—ct

Ft=2) = F(==—=) = f(z — ). (1.16)

Wenn f(z — ct) eine Losung der DGI ist, dann ist f(z + ¢t) natiirlich auch eine, da
die DGI nur das Quadrat von ¢ enthélt. Also ist die allgemeine Losung

Y= f(x—ct)+g(z+ct). (1.17)
Durch Einsetzen von Gl. (1.13) in Gl. (1.11) finden wir

E E
C=—=c=y/—, (1.18)
p p
so daf} wir fiir die allgemeine Wellengleichung
1 0% 0%
S5y = 5o 1.19
2 0t?  Ox? (1.19)

erhalten (D’ ALEMBERT-Gleichung). Diese Gleichung beschreibt die Ausbreitung ei-
ner longitudinalen (Stab in z-Richtung, Stérung in z-Richtung) oder transversalen
(Stab in z-Richtung, Stérung in y- oder z-Richtung) eindimensionalen Stérung in
einem eindimensionalen Tréger, dessen Massenpunkte elastisch miteinander verkop-
pelt sind. Ist die Welle iiber den Massenpunkt hinweggelaufen, ist er wieder im alten
Gleichgewicht. Mit der Welle wandern Spannarbeit und Beschleunigungsarbeit; es
wird also durch die Welle Energie transportiert.

In der Abb. 1.2 wird die Propagation der Welle in der Zeit- und Ortsdoméine
deutlich. Nach einer Periode ist die Welle in der Zeit 7" um A\ vorwirts gewandert,
woraus sich die Propagationsgeschwindigkeit der Phase zu
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Weg A
Zeit T ( )
0 T T T T T |_[:|0
2 —t=18T
4l ——t=28T
6l S Abb.1.2. Das Fortschreiten
s 4 rupt in der Zeit und im Ort wird
2 4 cor in dieser Abbildung deutlich,
-
< 121 in der Punkte gleicher Pha-
a4l TteeRT se miteinander verbunden wer-
16 ::Zgl den. Nach einer Periode ist
.18 ey die Welle in der Zeit T um A
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 N
vorwirts gewandert.
Periode
ergibt:
. T ) 2T
1 = 1)y sin (27r (X - Vt>> = 1) sin 5% (x —ct) ] . (1.21)

Eine Momentaufnahme des ganzen Zustandes erkennen wir die rdumliche Periodi-
zitdt in der Wellenldnge, die zeitliche in der Zahl einer bestimmten Phase. Fiir die
Auslenkung des Massenpunktes an der Stelle = erhalten wir zur Zeit ¢

Y(t, x) = 1y sin (kx — wt), (1.22)

und fir seine Schnelle

Y(t, ) = wipg cos (kx — wt). (1.23)

Die Geschwindigkeit der Massenpunkte und die Propagationsgeschwindigkeit der
Welle (fiir den Schall: Schallgeschwindigkeit) sind i. a. sehr verschieden.

1.2 Uberlagerung von Wellen gleicher Amplitude und
Frequenz

In diesem Fall sind die Betrige der Wellenvektoren k gleich. Die Summe der beiden
Wellenziige ist
Wb = el 4 ik (1.24)

Die Summe der beiden imaginiren Exponentialfunktionen kann man nach der Eu-
LERschen Relation und den trigonometrischen Additionstheoremen auflosen zu
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e? +el¥ = cosx+isinz +cosy +isiny

= 2cos w;“y cos ¢ + 2isin ””T“’ cos =4 L o5
= 2cos Y [cos ngry—l—lsm”y] (1.25)

2
= 2cos %e (_ﬂ)

Das bedeutet fiir die resultierende Welle

(k1

1 = 21)y cos by —ky) v exp {% (k1 + ko) -7 — wt]} : (1.26)

2

e Vorfaktor ist die Amplitude. Sie ist rdumlich moduliert und bei (2i + 1)7 mit i
einer ganzen Zahl ist sie stets Null: dort liegen Knotenebenen.

e Exp-Faktor: Die resultierende Welle hat einen Wellenvektor, der gréfler ist als
die der zu summierenden Wellen.

e k; = k, mit Phasendifferenz ¢:

P = 21y Cosgexp{i [k-r—wt—i-g]}. (1.27)

In die gleiche Richtung laufende Wellen verstiarken oder schwichen sich — je
nach Phasendifferenz.

e k; = —ky mit Phasendifferenz ¢:

¥ =20y cos (kv +£) exp {~i (wt - £) ] (1.28)

Im Exponenten ist der rdumliche Anteil verschwunden, und die laufende Welle
ist zur stehenden geworden, und an jeder Stelle schwingt 1 zeitlich auf und ab.

1.3 Intensitit einer propagierenden Welle

Die Intensitit einer Welle ist definiert als die Dichte des Energiestroms (Energie durch
eine Fliche pro Zeiteinheit):

_E F

A v
Beachtet man, dafl man die Schnelle als Ableitung der Auslenkungsfunktion erhilt,
so daf3

(1.29)

Vo = w&), (130)
erhélt man fiir die Energiedichte oder den Strahlungsdruck:

E

v = Yy = Yopuh = Y€, (1.31)

%

w=p=—
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so daf3 die Intensitat

I = we = Yoepui = Yocpuw?€? (1.32)

wird: Die Intensitit einer Kugelwelle hingt ab vom Quadrat der Auslenkung (Am-
plitude) und vom Quadrat der Frequenz. Der Proportionalititsfaktor ist der Schall-
widerstand oder Wellenwiderstand:

Z = pc, (1.33)
er betriigt z. B. fiir Luft 428 kg/m?sec?.

1.4 Wellengruppen und Gruppengeschwindigkeit

In der Quantenmechanik-Einfiihrung haben wir uns im Kap. 2 mit der Unschérfe-
relation fiir Wellen AzAk > 27 und daraus folgend mit der HEISENBERGschen
Unschirferelation ApAx > h beschiftigt. Wir sahen die Notwendigkeit, die unendlich
ausgedehnte ebene Welle mit scharfer Wellenzahl durch Uberlagerung benachbarter
Wellenlédngen auf ein bestimmtes Gebiet zu verdichten, wobei notwendig die Wel-
lenzahl unschirfer wird. Dies wollen wir hier auf einem héheren Niveau nochmals
untersuchen.

Um den Teilchen ihre Welleneigenschaften zu erhalten, beschreiben wir, wie in der
Wellentheorie iiblich, einen harmonischen Vorgang nicht mittels monochromatischer
Wellen, sondern mittels Wellengruppen oder Wellenpaketen. Dies wird auf zwei unter-
schiedlichen Abstraktionniveaus durchgefiihrt, einem einfiihrenden, eher qualitativen,
und einem quantitativen. Dazu iiberlegen wir als erstes, daf in der Realitdt alle Wel-
len polychromatisch sind; sie besitzen also ein k+ Ak, so dafl in einem dispergierenden
Medium auch w + Aw folgt.

1.5 Wellenpaket einer konventionellen Welle

Wir beschreiben also nun die Welle als eine Gruppe von Wellen oder als eine Wellen-
gruppe mit einer orts- und zeitabhdngigen Amplitude nach Abb. 1.3.

Die Wellenlénge einer Welle kann nur mit einer bestimmten Unsicherheit ange-
geben werden. So ist es z. B. erforderlich, mehrere Wellenziige abzuwarten, um die
(mittlere) Wellenléinge einer Wellengruppe tatséchlich messen zu kénnen. Die Wel-
lenldnge an einem bestimmten Ort kann also gar nicht definiert sein, da die Welle
immer aus einer endlichen Anzahl von Wellenziigen unterschiedlicher Wellenldngen
besteht. Die Groflen A und x sind folglich komplementéir. Was ist die grofite Unsi-
cherheit?

Habe unser Element Ax die Linge L, dann ist die Zahl der darauf passenden
Wellenziige
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2
SaUAATATATATATATINAMY
g2l Ml XMH MMXM
&2 VUV VV TV VY
Bl bn i a4
< 1 wA | PV 1 | Abb.1.3. Die Interferenz zwischen
' U \/\(\/\ / U U\/\}w \ } VU ' zwei (stationédren) Eigenfunktionen er-
-6 U ‘;U U \U I'I v ‘;\lll gibt eine zeitabhéngige Resultierende,
I O R R SR R hier gezeigt fiir das Verhéltnis von
-8 0 5 4 5 3 0 12 Grundton zu kleiner Sekunde.
Phase [rad]
L kL

Da wir bei einer endlichen Linge die Wellenlinge A — und damit auch £ — nur mit
einer endlichen Sicherheit bestimmen konnen, konnten auch N + 1 Wellenziige einer
etwas kiirzeren Wellenlénge darauf passen:

k+ Ak)L
N+1= u, (1.35)
2m
was mit (1.34)
kL (k+Ak)L  kL+21r (k+Ak)L
a1 = = 1.
2m * 2m - 2m 2m (1.36)
ergibt. Nach Auflésen folgt
27 = LAk = Az Ak, (1.37)

was die oberste Grenze der Unsicherheit darstellt, denn wenn N + 2 Wellenziige auf
unsere Linge Ax = L passen wiirden, wiirde ja gelten

4 = LAk = AzAk. (1.38)
Mithin sind die Gln. (1.37/38) Spezialfille der Unbestimmtheitsbeziehung

AzAk > 27 (1.39)

Fiir eine DE BROGLIEsche Materiewelle ergibt sich daraus einfach

AxAp > h, (1.40)

die die Bezeichnung Unbestimmtheitsrelation erhielt.
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1.6 Wellenpaket einer Materiewelle

Eine DE BROGLIEsche Welle eines freien Teilchens ist dadurch charakterisiert, dafl

2 h2]€2
E=hw=-——=
2m0 2m0

(1.41)

wozu oft noch die Ruheenergie mgyc? addiert wird, wodurch die Materiewelle eine

Dispersion, also eine w(k)-Abhéngigkeit, auch im Vakuum zeigt:

N gr_ak_mo,

2my
im Gegensatz zur ebenen Welle, fiir die bei konstanter Phase kx — wt die Phasen-
geschwindigkeit vpy, = 7 gleich der Gruppengeschwindigkeit wird. Da unsere Wellen
nur einen um ein kleines Ak unterschiedlichen Wellenvektor aufweisen sollen, d. h.
Ak < k, konnen wir die Gleichung der ebenen Welle so niederschreiben:

(1.42)

el
Y(x,t) = / O (k)e {@i=ka) qf (1.43)
ko—SE
wobei ky = ?\—7; die mittlere Wellenzahl der Gruppe ist. Wegen der Kleinheit von

Ak =k — ko konnen wir Gl. (1.43) nach k um die Stelle k¢ entwickeln und erhalten
mit k = ko + (k — ko)

dw

w:wo—l-(@)[)(k—ko)—i-..., (1.44)

und wir wihlen die Amplituden C'(k) so aus, daf} sie nur in diesem Intervall ko +'4Ak
verschieden von Null sind. Dann nimmt die Wellenfunktion mit Ak =k — kg = k =
ko + Ak folgende Form an:

+AEk

W, t) = Okg)eitot=kon) [ % o [(5)gw]ak g (1.45)
—Ak
B
Mit der Substitution fiir die Phase £
Ak dw
0
also
dAE d
0
wird
2 N

/ N e?iede, (1.48)
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als bestimmtes Integral

%1€ +Ak
ic| 2
€ |7Ak

2

'17/}(1‘, t) == C(ko)eii(w()tikow)#, (149)
iz = (%))
ausgeschrieben mit der Definition von &:
. ilo—(92) t]ak _  —ifa—(92) t]Ak
W@, 1) = O(kg)e (ot ko) © S S (1.50)
e = (%))
was mit der EULERschen Formel kiirzer
. sin { [z — (4) t] Ak
W (w, ) = 20 (kp)e (<ot Ho®) { (g’; )o!] A%) (1.51)
L= (E)o t
wird.
1.6.1 Die 6-Funktion
In dieser Formel tritt der Quotient
: dw .
sin { [l‘ B (ﬁ)ﬁt] Ak} — Sin ax (152)
L= (@)ot L

auf, dessen Eigenschaften wir fiir & — oo untersuchen (Abb. 1.4). Nach der Regel

15} .
—— sin(16x)/x
10+ —— sin(4x)/x i
—— sin(2x)/x
— sin(1x)/x
g5 ]
O ' Abb.1.4.  Die Funktion
i x—)%gehtfﬁra%oo
-5 — gegen oo.

-15 10 -5 0 5 10 15
x[]

von L'HOSPITAL wird der Quotient fiir kleines x gegen « gehen,

sin ax

lim

= a — 00, (1.53)
x—0 T

er wird also unendlich, und integrieren wir iiber dx von —oo bis +o0o mit der Substi-
tution ar = £ (Integral von DIRICHLET), erhalten wir
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+00 o3 1 +00 o3
/ T G = —/ SIE e — (1.54)

Damit erfiillt der Ausdruck in der Gl. (1.54) alle Forderungen an eine ¢-Funktion, die
i. a. aus den orthonormierten Funktionen abgeleitet wird, mit denen eine Zerlegung
in die FOURIER-Reihe durchgefiihrt wird:

]_ 27n !
d(x—a') = I Z e L i) (1.55)

Da das Argument des Sinus die kleine Gréfle Ak enthélt, wird sich dieses als Funktion
von r und ¢ zwar nur langsam dndern, aber es ist nicht konstant in Zeit und Ort.
Betrachten wir den Bruch als die Amplitude C(x,t) einer nahezu monochromatischen
Welle und wgt — kogz als ihre Phase, konnen wir dafiir

U(x,t) = C(z,t)e @ot-koo) (1.56)
schreiben. Die Amplitude zeigt dabei die Abhéngigkeit

sin 2
A~ .

- (1.57)

1.6.2 Gruppengeschwindigkeit

Damit kénnen wir das Maximum der Amplitude, also den Schwerpunkt des Wellen-
paketes, bei (Abb. 1.5)

1.0 Gruppengeschwindigkej
. ‘V=\éf / - - -
05 /
g ool \/HH\/ N
BTN A
-0.5 Phasengiss:ﬂgk & Abb.1.5. Die Form des aus
‘ o \v v o o] zwel monochromatischen Wel-
10 len bestehenden Wellenpake-
' tes bei t = 0.

= (j%)ot:o (1.58)
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identifizieren, woraus folgt, daf sich der Schwerpunkt der Wellengruppe mit der kon-
stanten Geschwindigkeit

dx dw
T = — _— 1.
T (dk)o (1.59)
bewegt. Legt man den Schwerpunkt des Wellenpaketes also zur Zeit ¢ = 0 auf das
erste Maximum, d. h. wenn nach Gl (1.46) £ = &%z auch « = 0 und damit auch

¢ = 0 sind, dann ist seine Ausbreitung nach (1.57) gegeben durch A = sinz = 0
gegeben durch die Grenzen bei 7 und 7 (Abb. 1.4), wo die Amplitude zum erstenmal
verschwindet, und damit ist der Bereich

208 = AkAx ~ T, (1.60)
was wir im vorigen Abschnitt als wellentheoretisches Charakteristikum kennengelernt
hatten. Fiir eine DE BROGLIE-Welle folgt daraus

ApAx =~ h, (1.61)

die die Bezeichnung Unbestimmtheitsrelation erhielt. Fiir ein freies Teilchen ergibt
sich aus Gl. (1.42)

dw hk  mgv
dk my my Y ( )

die Gruppengeschwindigkeit des Wellenpakets einer DE BROGLIEschen Welle ist ge-
nauso grofl wie die Geschwindigkeit des durch die Welle beschriebenen Teilchens:
Vgr = U, (163)

und damit beschreibt das Wellenpaket die Ausdehnung des Teilchens. Je kleiner Ak,
um so hoher wird die Amplitude. Im Grenzfall der ebenen Welle wird Ak = 0 und
k = ky: die Welle ist im Ortsraum beliebig ausgedehnt.

1.6.3 Kohirente Wellen
Wir sehen, daf} die einhiillende Funktion vom Typ % ist. Ist sie eine GAUSSsche
Glockenkurve, bezeichnet man diesen Typ als kohérenten Zustand oder kohérente

Wellenfunktion. Von allen moglichen Wellenpaketen weist dieser Zustand die geringste
Breite auf, also minimale Unschdrfe (s. Abschn. 2.7).

1.7 Linearitidt und Superpositionsprinzip

Die beiden Gleichungen fiir ein statisches Magnetfeld

(1.65)
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V-B=0 (1.66)

sind beide linear in B und 7, weshalb sie dem Superpositionsprinzip gehorchen. Die
allgemeine Losung einer derartigen DGI (im ersten Fall inhomogen, im zweiten Fall
homogen) gewinnt man ja durch die Summe aus homogener und einer speziellen
partikuldren Losung. Im einfachsten Fall einer homogenen DGI ist klar, dafl mit dem
System

a(x)y +b(x)y) + c(x)yy =0 (1.67.1)

a(z)ys + b(x)yy + c(x)ys = 0 (1.67.2)

wir fiir die Losungen y;(z) und ya(x) durch Einsetzen in die Gleichungen (1.67) und
Summation der beiden Losungen in beliebigen Verhéltnissen auch wieder eine Lésung
dieses Systems erhalten, also:

a(x)(y) + ) + (@) (Y] + v5) + c(2) (1 + y2) =0, (1.68.1)

aber auch

ar(2)y) + az()ys + bi(@)y) + ba(2)ys + cr(@)yr + c2(2)y2 = 0, (1.68.2)

was man als Linearkombination bezeichnet. Man kann also die Losung der DGln aus
den Einzell6sungen und anschliefende Addition erhalten. Dasselbe gilt, wenn auf der
rechten Seite von (1.67) nicht Null, sondern irgendwelche Funktionen f(x)

a(z)yy + b(@)yi + c(@)y = fi(w) (1.69.1)

a(@)yy + b(a)y, + c(x)ys = fa(x) (1.69.2)
stehen. Statt (1.68) bekommen wir dann

a(@) (Y} +yy) +b(2)(yy + y3) + c(@) (Y1 + v2) = f1(x) + fa(2), (1.70)

und die Losung y(z) ist demnach die Summe der Teillésungen

y(@) = (@) + y2(x). (1.71)

1.8 Operationen mit Matrizen

Genauso, wie ein Operator aus einer Funktion eine andere macht, macht nun eine
Matrix aus einem Vektor einen anderen. Wir schreiben symbolhaft

Ba =b (1.72)
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und meinen damit, dal die Komponenten des Vektors b, die b;, sich aus a mit den
Komponenten a; ergeben durch

j=1
Diese Matrix kann transponiert werden durch die Operation

Bij — By, (1.74)

d. h. es werden die Zeilen gegen die Spalten vertauscht. Eine Matrix ist symmetrisch,
wenn sie bei dieser Vertauschung von Zeilen und Spalten unverdndert bleibt:

Bi; = Bjs, (1.75)

Sind das konjugiert-komplexe Zahlen, nennen wir die Matrix adjungiert:

+ _ px *
B;; = B;; = Bj;, (1.76)
fiir den Fall, dafl die adjungierte Matrix der urspriinglichen gleich ist,

heifit die transponierte Matrix selbstadjungiert oder hermitesch. Eine sehr wichtige
Matrix ist die Diagonalmatrix, die wir mit dem KRONECKER-Delta schreiben kénnen
als

Bj; = B;6y, (1.78)

da sie nur auf der Hauptdiagonalen Elemente verschieden von Null aufweist. Wir
werden im nichsten Kap. sehen, dafl genau das die Losung des Eigenwertproblems
darstellt.

Wir kénnen jedes B in einen symmetrischen und in einen antisymmetrischen Term
aufspalten:

1 1
Bix = = (B + Bgi) + -
K 2( kTt k)+2

Ein beliebter Anwendungsbereich sind Koordinatendrehungen. Dabei sind die a;;
die cos ¢;j, um die die einzelnen Vektoren gedreht werden. Diese Drehmatrix erfiillt
weiterhin die Bedingungen der Orthonormalitét fiir Zeilen und Spalten:

(Bir. — Bri) (1.79)

airbjr = 0i5 N aijbip = 0. (1.80)

Machen wir die Drehung
b=Ba (1.81)

riickgéngig, dann muf} sein

a=B'b (1.82)
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und wir bezeichnen die zu B inverse Matrix B! als invers. Es ist klar, daf3

BB =1 (1.83)

ergeben mufl. Alle Drehmatrizen sind antisymmetrisch.



2 Spezielle Systeme

In diesem mehr beschreibenden Kapitel werden suggestive Denkvorstellun-
gen der Valenzbond (VB)-Methode ad absurdum gefiihrt. Die Uberlegenheit
der Molekiilorbital (MO)-Methode erweist sich insbesondere in der Beschrei-
bung hoherer Atomaggregate (Clustern) bis hin zu unendlich ausgedehnten
Strukturen.

2.1 Hohere Aromaten

L

Abb. 2.1. Die ersten 3 kondensierten Aromaten Benzol, Naphtalin und Anthracen.

In ganz analoger Weise erzeugt man die Termschemata fiir die kondensierten Aro-
maten der Symmetriegruppen Dy, bzw. Dy, fiir Benzol selbst (Abb. 7.1). Typisch
ist ein Zusammenriicken der Energieniveaus, das irgendwann dazu fiihrt, daf}
der energetische Abstand zwischen den einzelnen Niveaus ununterscheidbar wird =
Ausbildung von Béndern. Dies gilt, gleich, ob es sich um eine Kondensation zu Rin-
gen wie im vorliegenden Fall oder eine Aufweitung zu Annulenen handelt (Abb. 7.2).
Wichtig ist allein, dafl die Grofle der betrachteten Einheit zunimmt, inner-
halb derer eine chemische WW stattfindet (Kondensation von Edelgasatomen
oder Sauerstoff-Molekiilen reicht dazu also nicht aus!). Diese sind also zuerst im opti-
schen Bereich ausgeprigt, der einen kontinuierlichen Ubergang zur Photoelektronen-
Spektroskopie (PE-Spektroskopie, Anregung mit He-Linien, 24,2 eV) bzw. XPS er-
laubt. Insbesondere ist bei den hoheren Aromaten durchaus bereits metallischer Glanz
zu beobachten, also stark gerichtete Reflexion, die schon auf delokalisierte Elektronen
hindeutet. In der Tat gibt es auch Charge-Transfer-Komplexe (sog. A/D-Systeme
von Akzeptor/Donator), die anisotrope elektrische Photo-Leitfihigkeit zeigen. d. h.
bei Lichteinwirkung deutlich erhthte Leitfahigkeit, meist in nur einer Achse.

15
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2 — - 3r ’
Bog: B =-2,000 — Bog B =-2,414]
2r E— A, B = -2,0007
1+ - By B =-1414 Byg: B=-1,414]
E,; b = -1,000 | 1 Bsg: B =-1,000 A,; B=-1,0007
S By B=-0,414]
. Of {1 - of " .
> x [ B,y B =0,414]
] Eig B =1,000 -1 Bag: B = 1,000 A B = 1,000 -
-r T By B =1414 By B=1,4141
2" b - B E= 2,000
Ay B =2,000 E— By B =2,414
2t 2 - 3l ]
By B =-2,303
2° i
A B=-1,618 | Abb. 2.2. Die Termschemata der er-
At - g“f E - 1 'ggg i sten 3 kondensierten Aromaten Benzol
- B?i B =-0618 ] (0.lks.), Naphtalin (u.lks.), Anthracen
ok i (o.re.). Deutlich zu erkennen ist das
x A B=0618 Zusammenriicken der einzelnen Ener-
- Uy )
1k - B, B=1000 _ gie-Niveaus, aus denen fiir noch gréfie-
Byg: B = 1,303 ] re Aggregate einfach Binder zu ex-
——— By $=1618 i .
oL _ trapolieren sind.
B, B=2,303

2.2 Metall-Metall-Bindungen

e C: 4 Valenzelektronen und 4 Valenzorbitale niedriger Energie.

e Metalle: wenig Valenzelektronen, aber viele Orbitale. = Metallische Bindung:
hohe Koordinationszahl (KZ), stark delokalisierte Elektronen. , Bindungsener-
gie“: Sublimationswirme / KZ ~ 1,5 eV.

2.2.1 Phinomenologie

e Zweizentren-Bindung mit der Moglichkeit eines Mehrfachbindungsanteils:

(OC)3F€(CO)3F€(CO)3 (D3h); (OC)4CO— CO(CO)4 (D3d); (71)

[W2019]3_; [R62018]2_; (72)

e Mehrzentren-Bindung mit gleichen oder verschiedenen Metallatomen in poly-
gonaler oder polyedrischer Anordnung. Die hauptséichlich zu beobachtenden
Struktureinheiten sind gleichseitiges Dreieck, Dy, Tetraeder, Ty, Oktaeder, Oy,
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(Abbn. 7.3 4+ 7.5), trigonale oder quadratische Bipyramide, D, oder Dy, aber
auch Wiirfel: Dy,. Groflere Cluster zeigen bereits kooperative Phdnomene der
ausgedehnten Metallanordnungen wie Glanz und Leitfahigkeit.

Es werden in diesem Kapitel einige derartige Komplexe sterisch dargestellt.

2.3 Metall-Cluster mit Metall-Metall-Einfachbindungen

Definition eines Clusters von F.A. CorTON: Eine Clusterverbindung ist eine end-
liche Gruppe von Metallatomen, die zumindest zu einem signifikanten Teil durch di-
rekte Me-Me-Bindungen zusammengehalten werden, obwohl einige Nichtmetallatome
an den Cluster gebunden sein kénnen.

2.3.1 Ubergangsbereich

e _verdiinnte“ Metalle mit Raumnetzstruktur (Alkalimetallsuboxide),

e verdiinnte“ Metalle mit Schichtstruktur (zweidimensionale Metalle, z. B. AgyF,
Abb. 7.16); und

e cindimensionale mit Kolumnarstruktur (MAGNUSsches Salz) mit der

e Grenze des zweikernigen Komplexes z. B. in den Komplexen mit 7-Séuren wie

CO oder PF3, aber auch PPhs.

Abgeschlossenen Schale mit 18 Elektronen (Edelgasregel der Ubergangsmetallche-
mie). Diese Regel bestimmt die Stéchiometrie der Komplexe, indem sie die Zahl der
Liganden festlegt. Metallische Eigenschaften findet man in diesen Komplexen nicht,
ebensowenig wie im Hg,Cly, in dem die Hg-Hg-Bindung kovalent und lokalisiert ist.
Die typischen Eigenschaften der Metalle beruhen nicht unwesentlich auf deren Elek-
tronenmangel. In diesen Komplexen haben wir aber durch die zahlreichen Liganden
eher einen Elektroneniiberschuf3. Sollen sie also ,,metallischer werden, mufl man for-
mal Elektronen entfernen, etwa durch

1. Bildung von mehrkernigen Me-Me-Bindungen (Cluster) oder
2. Bildung von zweikernigen Me-Me-Mehrfachbindungen.

Weg (1) wird etwa bei der Reihe der Cobaltcarbonyle begonnen, in denen zuneh-
mender Metallgehalt das Clustern erzwingt (Abbn. 7.3).

Weg (2) wird seltener benutzt, etwa in der Cr-Gruppen- und Nb-Gruppen-Chemie
(bis zu Vierfachbindungen wg. sterischer Hinderungen durch terminale Liganden,
Abbn. 7.4). Da die 4d- und 5d-Bahnfunktionen viel weiter ausladen als die 3d-Orbitale,
sind dort auch bei formal hoheren Oxidationszahlen Me-Me-Bindungen moglich.
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CcO
OoC cO

Abb. 2.3. Verschiedene Kobalt-Kompexe: Durch das sinkende Verhéltnis Co:CO von 4 nach
22/3 [(C0O)4C0-Co(CO)4 iiber das Ty;-Molekiil Cos(CO)19 zum Op-Molekiil Cog(CO)16, bei
dem jedes Co-Atom zwei terminale CO-Liganden trigt und weitere sechs sich iiber den sechs
Oktaederflichen befinden|, wird das Clustern erzwungen.

o
C
/ O\C\

Cr 2287 Cr

\C\o /

C
[
O

Abb. 2.4. Die Bindungslinge zwischen den beiden Cr-Atomen verkiirzt sich drastisch um
etwa 30 %, entzieht man dem linken Molekiil zwei CO-Liganden, die als sog. m-Sduren
wirken, d. h. dem Molekiil-Skelett (und antibindenden Niveaus) m-Elektronen entziehen.
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Tabelle 2.1. Halogeno-Cluster des Niob und Molybdidn mit formal gebrochenen Oxidati-
onszahlen. Im Oy, hat jedes Atom 4 nichste Nachbarn (Bindungsordnung S = Anzahl der
Restelektronen dividiert durch 4 x 6).

[NbgClyy [>T [NbgIg]3* [MogClg]**
Cl: 12 p I:8p Cl:8p
Nb:18d +12s | Nb: 18 d +12s | Mo: 24d + 12 s
,:42—-2=40]>,:38-3=35|>,:44—-4=40
Nb-Cl: 24 Nb-I: 16 Mo-ClI: 16
> 16 >0 19 24
B %3516 24 £:0,79;19:24 | £:1,00;24:24

Zu viele Elektronen in der Valenzschale sind vor allem deswegen hinderlich, weil
sie auch antibindende Zustidnde besetzen. Daher findet man bei den niederen Haloge-
niden und Chalkogeniden Me-Me-Bindungen nur bei den frithen Ubergangsmetallen.
Ko6nnen dagegen Elektronen aus den antibindenden Niveaus abgezogen werden (wie
bei den m-Sduren), sind zahlreiche Clusterbildungen méglich.

In vielen derartigen Gebilden ist die Me-Me-Bindung nicht durch einfache Valenz-
striche zu beschreiben, da durch die Stéchiometrie der Verbindungen oft gebrochene
Me-Me-Bindungsordnungen entstehen, wihrend die Strukturen regelméflige Polyeder
von Metallatomen enthalten. Dieser Symmetrie gerecht wird nur eine qualitative oder
semiquantitative MO-Methode, die durch die hohe Symmetrie der Metallatome sehr
erleichtert wird (Tabelle 7.1):

Abb. 2.5. Die erste oktaedrische Struktureinheit der Niob-, Molybdén- und Wolframcluster:
MegClg: ein Metallatom-Oktaeder, dessen acht Flichen von jeweils einem Cl-Atom gekront
werden.
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Abb. 2.6. Die zweite oktaedri-
sche Struktureinheit der Mo-
lybdidn- und Wolframcluster:
MegClyg: ein Metallatom-Ok-
taeder (schwarz), dessen zwoOlf
Kanten von jeweils einem Cl-A-
tom gekront werden (rot). Mit
den sechs terminalen Cl-Ato-
men (cyan) ergibt sich die For-
mel [M660112]016 == MeClg.

Nb-Nb 303 pm __379 pm
9

Abb. 2.7. Im NbCly sind jeweils zwei Oktaeder durch eine Nb-Nb-Bindung enger mitein-
ander verbunden [14].

e Me-Me-Bindungen treten auf bei Ubergangsmetallen in niedrigen Oxidations-
stufen aus folgenden 3 Griinden:

— energetischer Grund: fiir den BORN-HABER-Kreisproze$} fiir die Reaktion
mM(solid) + gXQ(gas) — M, X, (solid) (7.3)

ist die Verdampfungswirme des Metalls sehr hoch (4 — 5 eV fiir Zr, W,
Ir ...). Bei der Darstellung einer Verbindung, in der das Verhéltnis x/m
klein, also der Metallanteil hoch, ist, wird nicht geniigend Energie durch
M-X-Bindungsbildung frei.

— Sterischer Grund: Bei einer hohen Zentralladung werden die Orbitale stark
kontrahiert, wodurch die Uberlappungsmoglichkeit mit den Nachbarato-
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Abb. 2.8. AlF3 = AlFoF,/4: wegen der hohen Zentralladung des At -Ions erfolgt die Ket-
tenbildung iiber die Oktaeder-Ecken, was in der Prinzipskizze rechts zum Ausdruck kommt.

men vermindert wird. Da die 4d- und 5d-Bahnfunktionen sehr viel weiter
ausladen als die der 3d-Ubergangsmetalle, sind dort hohere Oxidationszah-
len moglich.

— Sterischer Grund: Zu viele Nichtmetallatome erschweren die Anreicherung
von Metallatomen.

e Zu viele Elektronen in der Valenzschale stehen der Bildung von Me-Me-Bindun-
gen entgegen, da viele antibindende Zustéinde besetzt werden (miissen). Daher
findet man bei den niederen Halogeniden und Chalkogeniden Me-Me-Bindungen
nur bei den frithen Ubergangsmetallen (Ta, Nb, Cr, Mo ...).

e Nur wenn 7-Sduren als Liganden vorliegen, die Elektronen aus antibindenden
Bahnfunktionen abziehen konnen, sind auch Metall-Cluster der spiten Uber-
gangsmetalle moglich.

e Ebenso wie bei Metallen ist es auch bei Clustern nicht moglich, die einfache
PauLiNGsche Valenzstrichschreibweise zur Bindungsbeschreibung zu benutzen.

2.3.2 Verkniipfungen der Cluster

Oktaeder konnen iiber Ecken sich verkniipfen und unendliche Ketten (eindimensional)
oder Flidchen (zweidimensional) bilden: AIF,Cly/4, SnFoFy /9, Tl AlF,F5/5 (Abbn. 7.8
u. 7.9).
Es kénnen aber auch Me-Atome Briickenkopfe sein (MosShy): [(MO4M02/2) Sbg/g]oo.
Schlief8lich ist auch eine Verkniipfung iiber Kanten moglich wie Gd,Cl;. Mit der Oxi-
dationszahl 1,5 weicht das Gadolinium ganz eklatant von der iiblichen Oxidationszahl
+3 ab (4f%5d'65?): GdyGdy/2ClCly/s (Abb. 7.11)).

Die Cluster befinden sich nicht isoliert im Gitter, sondern werden iiber Halogeno-
Briicken miteinander verkniipft. Die Cluster selbst sind gegen iiber chemischen At-
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Abb. 2.9. In der Struktur des
Zinn(IV)-chlorids sind O, iiber
Kanten miteinander verkniipft.
Mit den zwei terminalen Cl-A-

tomen ergibt sich die Formel
[SDQCI4/2]: SnCl4.

tacken oft erstaunlich stabil. So lassen sich die 6 dufieren zum [MogClg]*"-Ion gehoren-
den Cl -Ionen [MOﬁClg]ClQCl4/2 leicht austauschen, wihrend die zum O,-Cluster
gehorenden Liganden nur schwer austauschbar sind (s. a. Abbn. 7.5 — 7.7).

2.3.3 Kolumnarstrukturen: Magnussches Salz

d®-Ionen wie Pt>* bevorzugen eine planar-quadratische Anordnung; dadurch wird eine
Stapelung der einzelnen Komplexe méglich, so dafi sich Me-Me-Bindungen ausbilden
konnen. Am bekanntesten ist das griine MAGNUssche Salz, [Pt(NH;)4][PtCly], das in
Richtung der Me-Me-Bindung eine stark erhohte elektrische Leitfihigkeit um einen
Faktor 100 mit positivem Temperaturkoeffizienten zeigt (Abb. 7.10).

100 - :
o
— \ 6\\\ —
|E - — -
O -0
c 10 ;
© [Pt(NH;),][PtCl,]
=
o}
<
1 N 1 N
250 300 350

1/T [x10™° K]

Abb. 2.10. Abhingigkeit der elektrischen Leitfahigkeit (hier dargestellt als Ino) von der
reziproken absoluten Temperatur (1/300 x 1075 = 60 °C).
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Aus der Steigung berechnet man die Gapenergie zu 0,6 eV nach

E,
EGap = 2EA VAN lIlp = lnpo + — (74)
kgT"

(Vergleich mit Ge: 0,7 eV; Si: 1,15 eV; GaAs: 1,45 eV). Dadurch, daf§ die Nachbarkom-
plexe entgegengesetzt geladen sind, wird die Kettenbildung elektrostatisch begiinstigt,
und es resultiert ein Abstand von 3,25 A. Dieser Abstand ist mit dem Pt-Pt-Abstand
von 3,07 A im Metall durchaus vergleichbar, wo mit Sicherheit Me-Me-Bindungen
vorliegen.

Eine Kolumnarstruktur, in der Oktaeder {iber Kanten verkniipft sind, liegt in der

bereits erwédhnten Verbindung GdyCl; vor (Abb. 7.11).

Abb. 2.11. Zwei GdgClg-Oj, nidhern sich und stoflen die jeweils vicinalen Cl-Atome in die
z-Richtung aus, so daf} iiber Kanten vernetzte Op-Ketten entstehen mit der Stéchiometrie
GdyCls. Dabei sind die hinausgestofienen Cl-Atome nicht gezeigt.

2.3.3.1 Konfigurationswechselwirkung (CI). Die beiden 5d,.-Orbitale (A;,)
spalten auf in ein antibindendes und ein bindendes MO mit der Symmetrie A,, und
Ayg; dasselbe geschieht mit den 6p,-Elektronen der Symmetrie A,,. 4 Elektronen
sind unterzubringen, die beiden unteren werden besetzt: ein bindendes und ein anti-
bindendes. Dies ergibt noch keinen bindenden Effekt. Da die MOs aber zum gleichen
Symmetrietyp gehoren, ist das Resonanzintegral

/\Ile%d?’x =<1|H|2> (7.5)
verschieden von Null. In diesem Fall ist die Sikulardeterminante
E°—F Hy |
‘ Hy 0 _pl|T 0, (7.6)
und wir erhalten als Eigenwert
EO + H12 . (77)

sog. Konfigurationswechselwirkung, CT (Abb. 7.12)! Durch CT werden also die untere
a14- und ag,-Funktion nach niedrigerer Energie, die oberen nach hoherer Energie
verschoben. Dadurch sinkt die Gesamtenergie des Systems.

!Dies ist formal vollig analog zur Berechnung der Energie von zwei Orbitalen gleicher Symmetrie!
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AZu
A,/ T
Energie
A2u
Ay | 5d.
LA

Abb. 2.12. MO-Schema fiir ein Aggregat aus zwei planaren Komplexen, links ohne, rechts
mit Konfigurationswechselwirkung (CT).

2.3.3.2 Bénder Bei einer Kette von Atomen entstehen Binder. Die starke lang-
wellige Absorption entspricht einem Ubergang vom 5d,2-Band zum 6p,-Band. Das
5d,>-Band ist bei Pt"'-Ketten voll besetzt. Die oberen Orbitale dieses Bandes wirken
trotz C1T fiir die Kette antibindend, da sie sich oberhalb des d,:-Niveaus des freien
Komplexes befinden (Abb. 7.13).

Man erwartet daher eine Verstirkung der Bindung in der Kette, wenn man
aus diesem Teil des Bandes Elektronen entfernt. Dies ist etwa bei aus Pt''(CN),-
Komplexen gebildeten Sdulen moglich, wenn man die Sdulenkomponenten partiell
mit Bry oxidiert, so dal der Komplex [Pt(CN),Brg3]*~ mit der Oxidationszahl von
2,30 resultiert (Abbn. 7.13 — 7.15). Die kupfern gléinzenden Kristalle des K-Salzes ab-
sorbieren Licht fast vollstdndig; bei senkrecht zu dieser Richtung polarisiertem Licht
ist die Absorption gering.

Der Pt-Pt-Abstand verringert sich von 3,35 auf 2,89 A, und das Leitungsband ist
jetzt nur noch zu 5/6 gefiillt (Abb. 7.15). Der Sprung in der Leitfihigkeit geht iiber
neun Gréfenordnungen (von 1077 auf 102 Q7 'em™), also zu metallischen Leitfihig-
keiten, die Ubergangstemperatur liegt bei 100 K, unterhalb derer die Leitfihigkeiten
sehr klein sind.

2.3.4 Zweidimensionale ,,Verdiinnte*“ Metalle

Metallisch leitendes Silbersubfluorid AgyF entsteht bei der kathodischen Redukti-
on einer wifirigen AgF-Losung als messingfarbiger Niederschlag (anti-CdF,-Gitter,
hep von I -lonen, Op-Liicken sind so ausgefiillt, daf3 jeweils I™-freie Doppelschichten
iibrigbleiben, Abb. 7.16).
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<— Pt-Pt-Abstand

6p,-

6p, Band

(unbes.)

i 5d-
Energie By
mittlere
Energie
der 5d .-
Elektronen

5d,.

(besetzt)

Freier Geringe Starke
Komplex wWw ww

Abb. 2.13. Bandaufspaltung, Lichtabsorption und Abstand in der Kette von Pt-Atomen
im MAGNUSschen Salz.

Energie -
)

s Band
)

| Orbitale

Freier Geringe Starke
Komplex ww WwWw

<—— Pt-Pt-Abstand

Abb. 2.14. Bandaufspaltung und -besetzung bei partiell oxidierten Metallketten. Die obe-
ren Orbitale, die eine Energie haben, die héher als die des freien bd,2-Zustandes ist, wirken
antibindend. Sind sie nicht mehr besetzt, fithrt das zu einer Verstirkung der Bindung.
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0,335 nm

-Br

Abb. 2.15. Oxidation der Pt?*-Ionen zu Pt%3t durch elementares Brom fithrt zur Verkiir-
zung der Pt-Pt-Bindung und einem erheblichen Anstieg der elektrischen Leitfihigkeit in
z-Richtung: von 1077 auf 10> Q lcm L.

2.3.5 Dreidimensionale ,,Verdiinnte*“ Metalle

Sehr metallhaltige Vertreter sind Alkalimetallsuboxide mit den Prototypen RbgO,
(anti-WyClg) und Cs;1 03 (anti-Nb3Clyy), in denen die wenigen O?~-Ionen als Stérung
des Metallgitters angesehen werden konnen, in denen Me-Op,-Systeme die grundlegen-
de Baueinheit bilden, iiber eine Fliache verkniipft im RbgO,, iiber zwei im Cs;;O3.
RbgO4 existiert als kupferrotes, metallisch leitendes Oxid, so dafl man es eigentlich
als

¢ 0 0 0 0 o ®

Abb. 2.16. Eine ausgeprigte Schichtstruktur weist die messingfarbene Verbindung AgsF
auf, die bei der Reduktion einer wéfirigen AgF-Losung entsteht.
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[RbyO5]*"5e, (7.8)

formulieren miite. Auch Cs4O ist eine stochiometrische Verbindung aus einer kubisch
dichtesten Kugelpackung aus Cs;;Oz-Einheiten, in denen Cs-Atome die Oj-Liicken
(1 pro Op,) ausfiillen, so daf§ sich die Stochiometrie [Cs;;03]Cs = Cs,O ergibt. Der
metallische Bereich zwischen den Tripel-Oys betrigt 1 Atom/Cluster.

In den verdiinnten Metallen werden charakteristische Ionengruppen
metallisch miteinander verbunden, wodurch ein System entsteht, das me-
tallische Leitfahigkeit in allen 3 Raumrichtungen zeigt.

2.4 Anorganische Syteme mit Mehrfachbindung

2.4.1 Experimentelle Sachverhalte

Mischt man MoCl; mit Alkalimetallchloriden in einem bestimmten Verhéltnis und
tempert das Gemisch, kann man eine Verbindung der Stéchiometrie CszMo,Cly er-
halten. Im Vergleich zu den Verbindungen des Typs CssMoClg mit einem von 6 Cl-
Atomen oktaedrisch umgebenen Mo-Atom zeigt das Ligandenfeldspektrum deut-
lich anderes Verhalten: es tritt ndmlich eine neue Bande auf, die eine WW der beiden
d®-Mo™-Atome sehr wahrscheinlich erscheinen L:ifit.

Eine besonders sichere Methode zur Erhirtung eines derartigen Verdachts ist
dann die Messung des magnetischen Moments, die besonders bei leichten Uber-
gangsmetallen wegen der einigermaflen sauberen RUSSELL-SAUNDERS-Kopplung der
Bahndreh- und Spinmomente recht zuverlissig ist.

Me-Me-Einfachbindungen in Zweikern-Komplexen zeigen Schwingungsfrequenzen
von 150 — 250 cm !, was Valenzkraftkonstanten von 0,5 bis 1,5 mdyn/A entspricht:

D

Myed.

mit D der Valenzkraftkonstanten und m,..4, der reduzierten Masse des schwingenden
Systems; einer Doppelbindung kommt eine Kraftkonstante von etwa 2,7 mdyn/ A zu,
wahrend Dreifach- und Vierfachbindungen bei Mo- und Re-Verbindungen Kraftkon-
stanten zwischen 3,5 und 4,5 mdyn/ A aufweisen.

2.4.2 Auswertung und Diskussion

Eine derartige Berechnung der Eigenresonanzfrequenz und der reduzierten Masse
ist mit geringem Aufwand nur bei Zweikern-Komplexen mdoglich, da bei Mehrkern-
Komplexen wegen starker Kopplung von Schwingungen gleichen Symmetrietyps von
Me-Me-Bindungen und Me-Liganden-Bindungen eine derartige Analyse sehr aufwen-
dig ist. Auf diese Weise wurde die Dissoziationsenergie einer Re-Re-Vierfachbindung
im [Re,Clg|>~ berechnet.
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Die Formulierung als Vierfachbindung erscheint abenteuerlich, jedoch besteht die
Notwendigkeit, verschiedene Besonderheiten dieses Systems zu beschreiben (Abbn.
7.17 u. 7.18):

e die auBergewthnlich kurze Re-Re-Bindung: 2,24 A im Komplex verglichen zu
2,75 A im Metall und 2,40 — 2,50 A in den Re,Cly-Spezies und

e die eclipsed Konformation.

Das erste Indiz weist auf eine sehr starke Bindung, also eine Mehrfachbindung, hin,
wihrend das zweite eine Uberwindung der sterischen WW der eclipsed Konformati-
on durch Orbitalfaktoren bedeutet. Zihlen wir die Elektronen ab: Der Komplex ist
zweifach negativ geladen.

2 x 5d-Elektronen (Re)

2 x 6s-Elektronen (Re)

8 x 3p-Elektronen (Cl)

2 Elektronen wg. zweifach negativer Ladung des Komplexes

24 Elektronen
—16 Elektronen (8 Re-Cl-Zweielektronen-Zweizentren-Bindung)

8¢y :

jedes Re-Atom erhélt noch 4 Elektronen fiir 4 Orbitale mit d-Charakter. Eines dieser
MOs hat o-Charakter, zwei bilden ein entartetes Paar mit m-Charakter, und das vierte
besitzt bzgl. der gemeinsamen vierzihligen Achse der MCly-Gruppen 6-Charakter. Bei
8 Elektronen kénnen die 4 bindenden MOs besetzt werden, und die Vierfachbindung
ist vollendet. Die 6-Komponente behindert die Rotation so stark, dafl die eclipsed
Konformation bevorzugt wird. Die 6-Uberlappung ist fiir diese Konfiguration maximal
und geht eindeutig zu Lasten der staggered Konformation.

Aus einem einfachen Energieniveauschema, das nach Eztended Hiickel berechnet
wurde, geht eine Bindungsenergie von 300 — 400 kcal/Mol oder etwa 20 eV hervor.
Sie wiire damit die stirkste bekannte Bindung (Abb. 7.19).2

Trotzdem ist jenseits der ersten kurzen Periode lediglich die P-O-Bindungsenergie
von 125 kecal /Mol (= 6,5 eV) von vergleichbarer Grofie wie die Vierfachbindungen in
Rhenium und Molybdén.

?Dieser Wert mufite einige Jahre spiter revidiert werden, da aus BIRGE-SPONER-Analysen der
Ramanbande der totalsymmetrischen Re-Re-Valenzschwingung, die bis zum 3. Oberton gemessen
wurde, sich ergab, daf8 die Dissoziationsenergie nur ca. 115 — 130 kcal/Mol betrigt, wobei bereits
eine Korrektur an der Formel

We  We
——=D 7.10
4z, 2 ¢ ( )

angebracht ist, da nach dieser Formel berechnete Werte der Dissoziationsenergie i. a. zu hoch aus-
fallen.
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_-‘.&-_-
w
-

Abb. 2.17. Im [ReyClg]? -Komplex liegt eine Vierfachbindung zwischen den beiden Rhe-
nium-Atomen vor. Lingenangabe in A [14].

Abb. 2.18. Zwei mogliche Konfigurationen des ResClg-Komplexes. Lks. die ,staggered®,
re. die ,eclipsed“Konformation.

2.4.3 Strukturanalyse

Bedeutende Beitrdge zum Nachweis einer Me-Me-Bindung liefert die RONTGEN-
Strukturanalyse. Vergleicht man die zweikernigen Komplexe [CryClg]3~ und [W,Clg]*~
miteinander, wird aus Ligandenfeldspektren und magnetischen Messungen auf eine
Dreifachbindung geschlossen, die sich in einem Zusammenriicken der beiden W-Atome
aus den Op-Zentren manifestiert, wihrend im Cr-Cluster, in dem keine WW der bei-
den Zentren vorliegt, eine elektrostatische Abstolung der Cr-Ionen zu einem Ausein-
anderriicken aus den Op-Zentren fiihrt. In jenem Fall beobachtet man eine Stauchung
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2L E (v i
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4L i
__ A, (6,(2)) |
'6 Bf: (6*)
8 i A, 6.(1))
L B. ) Abb.2.19. Ein Energieni-
-10+ % . veauschema nach FEaxtended
- E, () . Hiickel. fur die Vierfach-Bin-
-12+ 1g . dung: 1 o-, 2 7 und eine
14 I B,, (Ligand) 1 0-Bindung.

der dreizéhligen Achse, in diesem Fall eine Streckung. Diese ist beim RbyO, noch we-
sentlich ausgeprégter als beim Cr-Cluster. Ist die effektive Ladung des Sauerstoffions
noch gréfler als 27 Schliefflich werden keine weiteren Anionen zur Ladungskompensa-
tion benotigt!

2.5 Schlufibetrachtung

Sehen wir uns die Eigenschaften der Cluster in der Gesamtschau an, konnen wir
feststellen, daf} sie zwischen Metallen und Molekiilen stehen:

e Ein Molekiil leitet den elektrischen Strom nicht, da ihm hoch delokalisierte, un-

besetzte Elektronenniveaus fehlen. Sie sind jedoch im Cluster vorhanden. Es
verwundert daher nicht, daf3 sie ohne groflen Energieaufwand Elektronen auf-
nehmen und abgeben koénnen, ohne dafl sich das Geriist &ndert. In bestimmter
Anordnung zueinander kann eine hohe anisotrope Leitfihigkeit erreicht werden.

Molekiile konnen nicht wie Metalle das Licht vollstdndig absorbieren, da sie nur
iiber wenige MOs verfiigen. Bei Clustern ist dies anders, da sehr viele AOs zu
einer dichten Folge von MOs fiihren, so dafl die Absorption sehr vieler dicht
benachbarter Wellenldngen aus dem sichtbaren Lichtbereich mdoglich ist.

Die Delokalisation der Bindungen in einem Cluster fiithrt zu einer hohen Beweg-
lichkeit der Liganden. So enthiilt etwa das Rhy(CO);5 im Kristall und bei tiefer
Temperatur in Losung 4 verschiedene CO-Gruppen: Briicken-CO-Gruppen so-
wie terminale CO-Gruppen in 3 verschiedenen Anordnungen. Doch bereits bei
Raumtemperatur tauschen alle CO-Gruppen aus; das *C-NMR-Spektrum zeigt
nur noch ein Signal.
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Dies und viele analoge Beispiele zeigen, daf§ die Bindung in Ubergangsmetallen
nicht so scharf definiert ist. Wie bei Hauptgruppenelementen liegt die Hauptbedeu-
tung darin, dafl die Oberfliche eines Clusters der Oberfliche eines Metalls vergleichbar
ist. Metalle aktivieren CO, Hy und Olefine im Verlauf katalytischer Prozesse. Dabei
sind die kleinen Molekiile auf der Metalloberfliche wirksam. Damit besteht eine wei-
tere Analogie zwischen dem Cluster und dem Metall.
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3 Storungsrechnung 1. Ordnung in der
HMO-Néiaherung

3.1 Einfiihrung und Begriffe

Wir beginnen mit einem ungestorten m-Elektronensystem, das durch den HUCKEL-
Operator H reprisentiert wird, und dessen Eigenfunktionen

Vi = Z CijPj (8.1)
j=1

lauten, aus denen sich die Eigenwerte der Energie zu

£ = / Y AV = cids Y cindr (8.2)
v j=1 k=1

ergeben und daraus in dieser Ndherung die Werte der Gesamtenergie als Summen der
CourowmB-Integrale und Austausch-Integrale:

£ = Z cj o+ 2
J=1 (

wobei der Index in der zweiten Summe (j — k) = 1 die benachbarten Zentren enthélt,
die eine Bindung eingegangen sind — welche das sind, ist erstmal chemische Intuition.

Die Gesamtenergie des m-Systems FE ist dann nach HUCKEL gegeben durch die
Summe iiber alle ¢ Zusténde, die mit der Besetzungszahl b; = 1V 2 besetzt sind [die
glatte Zahl deswegen, weil die Wechselwirkung der Elektronen ja vernachléssigt wird
(s. Kap. 3)]:

n

Cz’jcikﬁ, (8-3)
)

j—k)=1

m m n m n

i =1 j=1 =1 (jok)=1
Wir bezeichnen die erste Summe als Ladungsordnung ¢; am jten Atom und die zweite
Summe als allgemeine Bindungsordnung zwischen den Atomen j und k, Pj;, manch-
mal auch als 7-Bindungsordnung, weil es sich ja nur um die 7-Elektronen handelt, die
vom HMO-Modell behandelt werden [11] — [13], und wir erhalten eine Gesamtenergie
E., die additiv aus den um die Ladungsordnung gewichteten COULOMB-Integralen

33
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an den Atomen j sowie aus den um die allgemeine Bindungsordnung Pj; gewichteten
Austausch-Integralen zwischen den Atomen j und k£ bestimmt wird:

E. =) bgi= Zq]anL Z P]kﬂ (8.5)

(J—k)=

Dieses System werde durch die Anderung einzelner CouLomB-Integrale oy, an
den Stellen k£ und einzelner Austausch-Integrale [3; zwischen den Zentren k£ und [ um
dFE gestort. Das totale Differential eines Zustands ¢ lautet

quda—i—Zadq]—l- Z Pjpdp + Z 5dP]k (8.6)

(j—k)= (j—k)=

Die Terme, bei denen bei konstantem « bzw. konstantem S die Koeflizienten variiiert
werden, tragen zu dE deswegen nichts bei, weil die £; bereits nach dem Variations-
prinzip nach den Koeffizienten c;;, optimiert wurden.

de; ist also gegeben durch die beiden Terme

qudcw Z PjdB. (8.7)

(j—k)=

und wir erfassen die Variation durch eine Stdrungsrechnung 1. Ordnung, wobei die
Storung so klein sein soll, dafl der HUCKEL-Operator des gestorten Systems durch

H =H+h (8.8)

beschrieben werden kann, der auf die Eigenfunktionen 1; des ungestorten Systems

wirken soll, die ja nach ihren Koeffizienten c¢;; hin optimiert wurden. Damit ergibt sich

folgende Liste der COULOMB- und Austausch-Integrale in der DIRACschen Notation:

< jlhlk >= day, fiir j = k, sonst Null. (8.9.1)

< jlhlk >= 6Bj_y fiir j — k, sonst Null. (8.9.2)

Dabei sind also die Zentren j und k benachbart.! Damit ergeben sich die Eigenwerte
des gestorten Systems zu

ey =<i|H'[i >=<i|H|i > + <ilhli >=g;+ Y Y cijea < jlhlk>.  (8.10)

Daraus folgt fiir die CouLoMB-Integrale, dafl alle Glieder mit Ausnahme derjenigen
fiir 7 = k = p verschwinden:

!Normalerweise sind das die direkt benachbarten Atome, es ist dann also j = 1 = k. Wir wer-
den spiter auch Bindungen zwischen weiter entfernten Atomen zulassen (z. B. im DEWAR-Benzol
zwischen den Atomen 1 und 4); womit die Restriktion (8.9.2) dann ihre Allgemeinheit beweist.
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€] =&+ ¢, ay, (8.11)

und entsprechend fiir die Austausch-Integrale, fiir die alle Glieder mit Ausnahme von
j — k = p — o verschwinden:

5; =&+ CijCik < j|h|k > +Cikcij < k|h|j >=¢g; + QCipCigﬁpg. (812)

Aus den Gln. (8.11) und (8.12) ergibt sich als Differenz der Eigenwerte des
gestorten und des ungestorten Systems:

6; — & = A&Ti = C?”Oéﬂ —+ 2Cipcigﬁpg. (813)

Der erste Term beschreibt die Anderung der Energie durch Substitution eines Atoms
(z. B. direkt den Unterschied in der Gesamtenergie des Benzols zu Pyridin oder
eher indirekt, wenn die Elektronenaffinitéit eines C-Atoms durch einen Substituenten
verdndert wird), der zweite die Anderung der Energie durch Anderung der Bindungs-
verhéltnisse (z. B. den Unterschied zwischen Benzol und DEWAR-Benzol durch eine
Bindung zwischen den Atomen 1 + 4 oder die Verdrehung des Bindungswinkels). Der
erste Term lautet in differentieller Schreibweise

8A€i 2
= ¢ 8.14.1
9o = (8.14.1)

aufsummiert iiber alle Orbitale ¢ der Energie ; mit b der Besetzung des Orbitals ¢,
die uns die Gesamt-m-Elektronenenergie £ liefert,

OF,
=> b}, = qu, (8.14.2)

Oo, i=1

in der wir die in Gl. (8.4) definierte Ladungsordnung wiederfinden, im zweiten Term

aAEi
9Bpo

aufsummiert fiir alle Orbitale 7 der Energie ¢; mit b der Besetzung des Orbitals ¢

= 2CipCig, (8151)

OF, -
=2 bicitio = 2P0 (8.15.2)

in der hier auftretenden Summe erkennen wir die in Gl. (8.4) definierte allgemei-
ne Bindungsordnung P,, [13]. Die Stérungsrechnung 1. Ordnung liefert uns also die
Anderung der Gesamt-m-Elektronenenergie E, als Funktion der als Verinderliche be-
trachteten Groflen CoOULOMB-Integral bzw. Austausch-Integral.

In allen Fillen kommt es zu einer Energieabsenkung. Die Storungsrechnung 1.
Ordnung liefert prinzipiell einen iiber den Wert der ungestorten Losung schiefenden
Wert, was uns ja schon bei der Berechnung des HJ auffiel. Hier ist das offensichtlich
auf das Quadrat in Gl (8.11) zuriickzufiihren.
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Weder die Ladungs- noch die Bindungsordnung kénnen sich im Rahmen der bisher
vorliegenden Préamissen durch irgendwelche Stérungen éndern, nur deren Konfigura-
tion an den einzelnen Zentren. Daher muf fiir die Summe der Ladungsordnungen

> qu=2. (8.16)
n=1

die Gesamtzahl der m-Elektronen herauskommen; und die entsprechende Formel fiir
die Bindungsordnung liefert die gesamte Delokalisationsenergie der m-Elektronen

2Y Py =X, (8.17)

p—o

Fiir ein einfaches aromatisches System, fiir das alle CouLoOMB-Integrale a, = « gleich
und alle Austauschintegrale 3,, =  sind, folgt fiir die Gesamt-m-Elektronenenergie
E;

E.=Z,a+ X, [, (8.18)
wobei wir wegen der normierten Ladungsdichten
v=1

fiir die Summe Z, einfach

Zy=> b (8.20)
=1

und fiir die Summe der Bindungsordnungen X, die Delokalisationsenergie, entspre-
chend

Xp=> b (8.21)
=1

erhalten, woraus mit den Gln. (8.17) und (8.21) noch

2 i Pp%g = i bzl‘l (822)
Jj=t

p—o

folgt. Mit den Gln. (8.20) und (8.22) haben wir zwei Kontrollgleichungen fiir unsere
Optimierungsrechnungen gewonnen.

Beispiel 3.1 Gegeben Ethylen. Verifizieren Sie Gl. (8.22) mittels Gl. (8.15.2)!
Losung. Es gibt zwei Zentren. Die zweite Hélfte der Gl. (8.15.2) lautet

n
Ppo’ = Z bicipcia- (823)
=1
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Py =2- (0,707 - 0,707) = 1. (8.24)

X,=2-1=2. (8.25)
Nach GI. (8.21) ergibt sich

X,=2-1=2. (8.26)

Die m-Bindungsordnung einer lokalisierten Doppelbindung ist 1. Da in dieser Bindung
zwei Elektronen enthalten sind, ist die gesamte Delokalisationsenergie X, = 2 3.

Beispiel 3.2 Gegeben Benzol. Verifizieren Sie Gl. (8.22) mittels Gl. (8.15.2)!
Losung. Es gibt sechs Zentren. Die zweite Hilfte der Gl. (8.15.2) lautet (1/4/6 = 0,408):

Py = z”: biCipCio- (8.27)
=1
Py =2-(6-0,408% = 1) = 2. (8.28)
Py =2-(2-0,52 =0,5) = 1. (8.29)
Ps,p =2 (4-0.577-0,2890 — 20,289 = 0,5) = 1. (8.30)
szzi=4+2+2=8. (8.31)
po

Nach GI. (8.21) ergibt sich die m-Delokalisationsenergie zu

Xpr=2-242-142-1=8p, (8.32)
sie ist also grofler als 3 Ethylen-Einheiten.

Die Storungsrechnung 1. Ordnung geht von einer kleinen Storung aus, mit der der
HamiLTON-Operator (hier: der HUCKEL-Operator) additiv verdndert wird. Er wirkt
auf die Eigenfunktionen des ungestorten Systems. In der Folge werden die die Ener-
gieeigenwerte bestimmenden Werte fiir das CouLoMB- und das Austauschintegral
verdndert.

3.2 Isokonjugierte Systeme

In vielen Féllen sind Substituenten in ein konjugiertes m-Elektronensystem eingebaut.
Hier gilt es, das dquivalente C-Geriist zu ermitteln, um dann die HUCKEL-Matrix mit
den entsprechenden Storungswerten zu modifizieren. Dabei ist bei einsamen Elek-
tronenpaaren darauf zu achten, wie diese zum C-Geriist orientiert sind. Nur in der
Ebene befindliche Elektronen werden dazu gezéhlt. So ist das zu Acrolein isokonju-
gierte C-Geriist das Butadien, das zu Anilin und Phenol isokonjugierte System das
Benzyl-Anion.
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Beispiel 3.3 Gegeben das Butadien. Ersetzen Sie eine terminale CHgo-Gruppe durch ein
doppelt gebundenes Stickstoffatom. Setzen Sie die Stérung des CoOULOMB-Integrals mit der
Energieeinheit '/ 3 an!

Losung. Wir stellen nach dem im Kap. 6 dargestellten Verfahren die HUCKEL-Determinante
des Butadiens auf, in der sich die Topologie wiederfindet (Abb. 8.1):

Abb.3.1. DButadien weist ein konjugiertes

/\/ Doppelbindungssystem auf. In dem Mono-Aza-

butadien wird eine terminale Methylengruppe
durch ein doppelt gebundenes N-Atom substitu-

/\/ N H iert, das elektronenziehend wirkt.

0
I} a—¢€ I} 0 |
g |= 0, (8.33)

0 0 I} a—e

die sich nach der Division durch 8 und dem Ausklammern von —% auf

—x 1 0
1 -z 1 0
0 T 0 (8.34)

0 0 1 —=z

vereinfacht. Die Determinante ergibt aufgeltst das Polynom

1 5
gt =2 —1=0= (2 -2 =12, (8.35)
2 4
aus der die vier Wurzeln
14 =*£1,618 ANzo3=10,618 (8.36)

resultieren. Damit ergeben sich die Gleichungen fiir die vier MOs nach

—TnCnl  +Cp2 0 0 = 0
Cnl  —TnCp2  +Cp3 0 = 0
8.37
0 Cp2 —TpCp3 +Cpa = 0; ( )
0 0 Cn3 —ZTnCna = 0.

Wir l6sen das exemplarisch fiir das tiefste MO mit der Energie ey = 1,618 und erhalten
fiir GL. (8.37.1):

—1,618 - ¢11 + 12 =0, (838)

was unter der Annahme cj9 = 1 einen Wert von 0,618 fiir ¢1; ergibt. Die Gl. (8.37.2) lautet
dann
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0,618 — 1,624 c13=0= c13 = 1, (8.39)

was wir in die letzte Gleichung

1—1,618¢c14 =0 (8.37.4)

einsetzen und fiir ¢4 0,618 erhalten. Daraus folgt fiir ¢;3 ein Wert von 1.

Die ¢;; werden normiert. Wir zéhlen die Werte zusammen (fiir das unterste MO kommt
da 2,77 heraus) und ziehen die Wurzel, was 1,66 ergibt. Durch diesen Wert teilen wir unsere
(unnormierten) Linearkoeffizienten c;;; entsprechend fiir die anderen MOs:

U, = +0,372®; —0,602®5 40,6023 —0,3720;
Vs = 40,6020, —0,3720, —0,37203 +0,602Py; (8.40)
Uy = 40,6020, 40,3720, —0,37203 —0,602; '

U, = 40,3720, +0,6020, +0,602¢3 —+0,372P,.

Mit Gl. (8.11) folgt fiir die Anderung des ersten und des vierten sowie des zweiten und
dritten Energieniveaus mit Aa = 143 (Abb. 8.2):

Aery = (0,372)%-38 = 0,06985; (8.41)
Aers = (0,602)%-18 = 0,181, '
-1.50F T Tt oo -
.0.75}+ | Abb. 3.2. Korrelationsdiagramm
T L — fir die Substitution einer termi-
&= 0.00F e nalen Methylengruppe durch ein
Iy Stickstoff-Atom im Butadien.
0.75} B
1.50F — e

Reaktionskoordinate

Beispiel 3.4 Gegeben der Benzaldehyd. Suchen Sie das isokonjugierte System und bestim-
men Sie mit einer Stérungsrechnung 1. Ordnung die korrigierten Orbitalenergien e;!

Lo6sung. Das zum Benzaldehyd isokonjugierte System ist das Styrol (Abb. 8.3). Die Zahl
der m-Elektronen Z ist 8. Gezdhlt werden die C-Atome des Phenyl-Kerns von oben (CCW).
Dann kommen die Substituenten dran. Das durch O substituierte C-Atom trigt daher die
Nummer 8. Wir suchen aus der HUCKEL-Matrix die entsprechenden Orbitalenergien und
HUckEL-Koeffizienten:
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Abb.3.3. Das Styrol (lks.) ist das zum Benzaldehyd (re.) isokonjugierte
m-Elektronensystem. Die zum ausgedehnten w-System senkrecht stehenden, sog. freie
m-Elektronenpaare werden nicht beriicksichtigt.

1 2 3 4 5 6 7 8

g 2136 1414 1.000 0.662 -0.662 —-1.000 -1.414 -2.136

1 513 —.354 .0 —.334 —0.334 .0 —.354 513

2 394 .0 500 —.308  .308 —.500 .0 —.394

3 .329 354 .500 130 130 .500 304 .329 (8.42)
4 .308 —.500 .0 394 —0.394 .0 —.500 —.308

5 329 —-354 -—-.500 —.130 .130 —.500 304 .329

6 394 -0 =500 —-.308 .308 .500 .0 —.394

7 .308 —.500 .0 394 —.39%4 .0 .500 —.308

8 144 —-.354 .0 .595 .595 .0 —.354 144

Wir nehmen die HUCKEL-Koeffizienten und bestimmen nach Gl. (8.11) die Anderungen der
Eigenwerte der Energie:

e1 =2,136 B + (0,144)% - 1,08 = 2,157 3

g9 = 1,414 8+ (0,354)%2 - 1,08 = 1,539 8

e3=18+0%-1,08 =1,0008

g4 = 0,662 5 + (0,595)%2 - 1,08 = 1,016 B

g5 = —0,662 8 + (0,595)? - 1,08 = —0, 308 8

g6 = —1,0008 + 0%-1,08 = —1,000 B

g7 = —1,414 8 + (0,354)% - 1,08 = —1,289 8

e = —2,136 8+ (0,144) - 1,08 = —2,115 8

Damit #ndert sich die Gesamt-w-Elektronenenergie von 10,424  — 11,424 f3.
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3.3 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 3.1 Diskutieren Sie fiir Butadien mit Gl. (8.40) die Begriffe Ladungsordnung und
Bindungsordnung fiir die einzelnen MOs!

Losung.

e Ladungsordnung [Gl. (8.14.2)]:
Qp = Z biCiy. (1)
i=1

Wir summieren fiir jedes Zentrum die Quadrate der HUCKEL-Koeffizienten auf und
stellen fest, da} die w-Elektronendichte an jedem der vier C-Atome gleich Eins und
damit gleich grof} ist.

e Bindungsordnung [Gl. (8.15.2)]:
n
szf = Z bicipcia- (2)
i=1

Es sind die MOs 1 und 2 zu beriicksichtigen. Die sind beide mit je zwei Elektronen
gefiillt. Wir summieren wieder auf:

Piy = 2c11c12 + 2c01¢99 = 2(0,37 - 0,60 + 0,60 - 0,37) = 0, 89,
Pay = 2c19¢13 + 2e00¢93 = 2(0,37 - 0,37 + 0,37 - 0,37) = 0, 45,

die Bindungsordnung zwischen den Atomen 3 + 4 ist natiirlich aus Symmetriegriinden
so grofl wie die zwischen den Atomen 1 + 2. Die m-Bindungsordnung im Ethylen ist
Eins. Das ist der Prototyp der Doppelbindung. Je dichter der Wert an Eins liegt, um
so hoher ist der Doppelbindungscharakter. Nach der HMO-Theorie ist also der Dop-
pelbindungscharakter in der Mitte deutlich geringer als in den terminalen Bindungen,
aber der Unterschied ist geringer als in der Valenzstrichschreibweise.

Aufgabe 3.2 Berechnen Sie die Verschiebung der Eigenwerte der Energie, wenn trans-
Butadien in cis-Butadien iibergeht. Nehmen Sie dazu an, dafl zwischen den Atomen 1 und 4
eine zusitzliche Bindung entsteht! Welches der beiden Molekiile ist stabiler? Was fiir einen
Unterschied in der Elektronenspektroskopie erwarten Sie?

Losung. In der HMO-Néherung kann eine derartige Fragestellung nur durch Einziehen
einer zusitzlichen Bindung bearbeitet werden. Dies geschieht zwischen den Atomen 1 + 4.
Mit der Gl. (8.13) werden die Eigenwerte der Energie so modifiziert, indem eine Stérung
dB; po angewendet wird. Das bedeutet fiir die Anderungen des Austauschintegrals und der
Energieeigenwerte:

dei = 2¢ipcic0f €} £ + d¢!

de, = 10,27708 &, = 1,6188 —0,27708

ey = —0,72508 € = 0,6188 +0,72550 (1)
des = +0,72508 €, = —0,6188 +0,72508

Ses = —0,27708 €, = —1,6188—0,27763
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Das zweite Niveau wird angehoben, das dritte Niveau abgesenkt. Folglich wird die Frequenz
des Elektroneniibergangs bathochrom verschoben. In Wirklichkeit ist das natiirlich die Frage
nach der Antiaromatizitit des Cyclobutadiens.

Aufgabe 3.3 Das modifizierte COULOMB-Integral fiir doppelt gebundenen Sauerstoff ist
+1,0p [15]. Stellen Sie die HUCKEL-Determinante fiir Formaldehyd auf und diskutieren Sie
das System.

Lésung. Die HUCKEL-Determinante lautet
-z 1
1 —z+1

mit den Loésungen Fy = a+ 1,628 und Es = o — 0,62 . Dabei ist das bindende MO
dicht am O des Sauerstoffs, und das antibindende Mo dicht am AO des Kohlenstoffs, so daf3
folgendes MO-Bild resultiert (Abb. 8.4):

‘:0 (1)

[ - MO___.
0.5F ¢ -7 antibindend " -
i AO N \\\\
0.0F 1 Abb.3.4.  MO-Schema
0.5 [ “ des Formaldehyds mit
= ~T i einer Storungsrechnung 1.
X’ 10 [ . ) Ordnung.
151 \ MObindend -~ AO ]
2.0 1 1 1

Aufgabe 3.4 Bestimmen Sie das isokonjugierte System des Acroleins und stellen Sie die
HUCKEL-Determinante auf. Der Korrekturwert fiir das CouLoMB-Integral des Sauerstoffs
betrigt +1,0 3, das Austauschintegral ist unverindert.

Loésung. Das zum Acrolein isokonjugierte System ist das Butadien (Abb. 8.5).

/\/ O Abb. 3.5. Das Butadien (u.) ist das zum Acrolein
(0.) isokonjugierte m-Elektronensystem.

Die HUCKEL-Determinante lautet
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Wir l6sen nach der ersten Zeile auf:

—z 1 0 11 0
—z- (=D 1 =z 1 |+ (Do —=z 1 |=0. (2)
0 1 —xz+1 0O 1 —-x+4+1

Das liefert die Gleichung

gt — 2 —32? + 22 +1=0. (2)

und die vier Wurzeln 1 = 1,875,220 = 1,23 = —0,35, 24 = —1,53, was folgendes Korrela-
tionsdiagramm liefert (Abb. 8.6):

-1.50F T T T T ———
i Abb. 3.6. Korrelationsdiagramm
075 . e ] fiir die Substitution einer termi-
= 000 - _.-. T nalen Methylengruppe durch ein
- | Sauerstoff-Atom im Butadien zur
075F T el | formalen Erzeugung von Acrolein.
150t

Reaktionskoordinate

Verwendet man Gl. (8.11), erhilt man folgende vier Werte:
e1 =1,618 8+ (0,372)2 - 18 =1,756 3
g9 = 0,618 8+ (0,602)2-18=0,988
g3 = —0,618 8+ (0,602)? - 1 8 = —0, 256 3
g4 =—1,6188+(0,372)2-18 = —1,48 3.

Das ist dhnlich wie die exakte Rechnung, aber nicht identisch.

Aufgabe 3.5 Bestimmen Sie das isokonjugierte System des Pyridins und stellen Sie die
HUCKEL-Determinante auf. Bestimmen Sie mit Gl. (8.11) die Eigenwerte der Energie fiir
das gestorte System. Der Korrekturwert fiir das CouLoMB-Integral des Stickstoffs betrigt
+0,5 3, das Austauschintegral ist unverindert.

Loésung. Das zum Pyridin isokonjugierte System ist das Benzol (Abb. 8.7).
Die HUCKEL-Determinante lautet

—z 1 0 0 1
1 —z 1 0 0 0

0 1 -z 1 0 0

0 1 1 —z405 1 o | % (1)
0 0 0 1 —z 1

1 0 0 0 1 -z

Wir nehmen die fiir Benzol ausgerechneten Werte aus Kap. 6 und bestimmen nach G.
(8.11) die Anderungen der Eigenwerte der Energie nach HUCKEL:
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Abb. 3.7. Das Benzol (lks.) ist das zum Pyridin (re.) isokonjugierte m-Elektronensystem.
Das senkrecht stehende, sog. freie m-Elektronenpaar wird nicht beriicksichtigt.

g1 =26+ (0,408)2-0,53 = 2,083 8
g0=18+0%-0,58=18

g3 =16+ (0,577)%-0,5,8 = 1,166 8

g4 =—18+(0,577)%2-0,5,8 = —0,834 3
g5 =—18+0%.0,5,=—1p

g6 = —28+ (0,408)%-0,5,8 = —1,917 3.

Damit wird die Entartung aufgehoben (Abb. 8.8).

2 _ 1917
1t 1,000 |
- 0834 Abb. 3.8. Eigenwerte der Energie fiir
0 Pyridin Pyridin. Die Euntartung wird durch
<> Aufhebung der Entartung das Heteroatom aufgehoben.
1L 1,000
— 1,166
2t — 2083

Aufgabe 3.6 Bestimmen Sie das isokonjugierte System des Anilins und stellen Sie die
HUCKEL-Determinante auf. Bestimmen Sie mit Gl. (8.11) die Eigenwerte der Energie fiir
das gestorte System. Der Korrekturwert fiir das CouLoMB-Integral des Stickstoffs betrigt
+0,5 3, das Austauschintegral ist unverindert.

Lo6sung. Das zum Anilin isokonjugierte System ist das Benzylanion mit Z, = 8 (Abb. 8.9).
Die HUCKEL-Koeffizienten lauten (dabei ist das Atom 1 das an der Spitze, also in Abb.
8.9 re. das N-Atom):
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NH,

Abb.3.9. Das Benzyl-Anion (lks.) ist das zum Anilin (re.) isokonjugierte
m-Elektronensystem. Das zur o-Bindung senkrecht stehende p-Elektronenpaar des
Stickstoffs steht genauso wie die p-Orbitale der C-Atome des Benzolrings und wird
inkludiert, das wieder dazu senkrecht stehende dagegen nicht beachtet.

1 2 3 4 5 6 7

g 2101 1.259 1.000 0.000 -1.000 -1.259 -2.101

1 .238 397 .0 —.756 .0 397 238

2 .500  .500 .0 .0 .0 —.500  —.500

3 406  .116  .500  .378 .500 116 .406 (1)
4 354 —.354 .500 .0 —.500 354 —.354

5 337 —.562 .0 —.378 .0 —.562 337

6 354 —.354 -—.500 .0 .500 354 —.354

7 406 116 —.500 378  —.500 116 .406

Wir nehmen die HUCKEL-Koeffizienten und bestimmen nach Gl. (8.11) die Anderungen der
Eigenwerte der Energie:

g1 =2,101 8+ (0,238)%2-0,58 = 2,129 3

g9 = 1,259 8+ (0,397)? - 0,58 = 1,338 3

g3 =18+0%-0,58 =1,0007

e, =08+0%-0,58=0p8

g5 =—16+0%.0,58=—1p

g6 = —1,259 8 + (0,397)% - 0,58 = —1,180 8
g7 = —2,101 8 + (0.238)2 - 0,58 = —2,073 B.

Damit dndert sich die Gesamt-m-Elektronenenergie von 8,721 5 — 8,934 .

Aufgabe 3.7 Bestimmen Sie das isokonjugierte System des Phenols und stellen Sie die
HUCKEL-Determinante auf. Bestimmen Sie mit Gl. (8.11) die Eigenwerte der Energie fiir
das gestorte System. Der Korrekturwert fiir das CouLoMmB-Integral des Sauerstoffs betrigt
+1,0 3, das Austauschintegral ist unverindert.

Loésung. Das zum Phenol isokonjugierte System ist das Benzylanion mit Z; = 8 (Abb.
8.10).

Die HUCKEL-Koeffizienten lauten (dabei ist das Atom 1 das an der Spitze, also in Abb.
8.10 re. das O-Atom):
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Abb.3.10. Das Benzyl-Anion (lks.) ist das zum Anilin (re.) isokonjugierte
m-Elektronensystem. Ein m-Elektronenpaar des Sauerstoffs wird dabei inkludiert, das zwei-
te, dazu orthogonale, aber nicht beachtet.

1 2 3 4 5 6 7

g 2101 1.259 1.000 0.000 -1.000 —-1.259 -2.101

1 .238 .397 .0 —.756 .0 397 238

2 .500  .500 .0 .0 .0 —.500  —.500

3 406  .116  .500  .378 .500 116 .406 (1)
4 354 —.354 .500 .0 —.500 354 —.354

5 337 —.562 .0 —.378 .0 —.562 337

6 354 —.354 -—.500 .0 .500 354 —.354

7 406 116 —.500 378  —.500 116 .406

Wir nehmen die HiCKEL-Koeffizienten und bestimmen nach Gl. (8.11) die Anderungen der
Eigenwerte der Energie:

e =2,101 8+ (0,238)% - 1,0 8 = 2,158 3

g9 = 1,259 8+ (0,397)2-1,08 = 1,417
e5=18+0%-1,08 =1,0008

g4 =08+02-1,08=0p8

g5 =—18+0%-1,08=—-1p8

g6 = —1,259 8 + (0,397)? - 1,08 = —1,101 8
g7 = —2,101 8 + (0.238)? - 1,08 = —2, 044 B.

Damit dndert sich die Gesamt-m-Elektronenenergie von 8,721 5 — 9,15 5.

Aufgabe 3.8 Bestimmen Sie das isokonjugierte System des p-Chinons und stellen Sie die
HUCKEL-Determinante auf. Bestimmen Sie mit Gl. (8.11) die Eigenwerte der Energie fiir
das gestorte System. Der Korrekturwert fiir das CouLoMB-Integral des Sauerstoffs betrigt
+1,0 4, das Austauschintegral ist unverindert.

Loésung. Das zum p-Chinon isokonjugierte System ist das p-Chinodimethan mit Z; = 8
(Abb. 8.11).

Die HUCKEL-Koeffizienten lauten (dabei ist das Atom 1 das an der Spitze, also in Abb.
8.11 re. die O-Atome die Atome 7 + 8):
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Abb.3.11. Das Chinodimethan (lks.) ist das zum Chinon (re.) isokonjugierte
m-Elektronensystem. Jeweils ein m-Elektronenpaar des Sauerstoffs wird dabei inkludiert,
das zweite, dazu orthogonale, aber nicht beachtet.

1 2 3 4 S 6 7 8

g 2.170 1.481 1.000 0.311 -0.311 —1.000 —-1.481 —2.170

1 432  .530 .0 -.179 179 .0 —.030 —.432

2 370 214 .500 @ .260 .260 .500 214 370

3 370 =214 500 .260 —.260 —.500 214 —.370 (1)
4 432 —-.530 .0 -.179 —.179 .0 —.530 432

5 370 =214 —-.500 .260 —.260 .500 214 —.370

6 370 .214 —.500 .260 .260 —.500 214 370

7 .199  .338 .0 —.576  —.576 .0 .358 199

8 199 —.358 .0 —.076  .576 .0 .398 —.199

Wir nehmen die HiCKEL-Koeffizienten und bestimmen nach Gl. (8.11) die Anderungen
der Eigenwerte der Energie, wobei natiirlich aus Symmetriegriinden die beiden terminalen
Substituenten gleiche absolute Werte haben miissen:

£1 =2,170 8 +2-(0,199)? - 1,08 = 2,249 8

g9 =1,4815+2-(0,358)?-1,08=1,7378
e3=184+2-02-1,08 =1,0007

g4 =10,31158+2-(0,576)? - 1,08 = 0,975 3

g5 = —0,3118+2-(0,576)% - 1,08 = 0,332 8
g6 = —1,0008 +2-0%-1,08 = —1,0007

g7 =—1,4818+2-(0,358)%-1,08 = —1,2253
gg = —2,170 8 +2-(0,199)? - 1,0 8 = —2,091 B.

Damit dndert sich die Gesamt-n-Elektronenenergie von 9,925 8 — 11,922 3, und wir erhal-
ten folgendes Korrelationsdiagramm, bei dem die strake Verdnderung der beiden Frontier-
Orbitale auffillt, des HOMO und des LUMO (Abb. 8.12).
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Reaktionskoordinate

Abb. 3.12. Korrelationsdiagramm
fiir die Substitution zweier terminaler
Methylengruppen durch Sauerstoff im
p-Chinodimethan.
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HMO-Néiaherung

In der Stérungsrechnung 1. Ordnung verwenden wir die MOs des ungestorten
Systems, um die Eigenwerte der Energie mit einem modifizierten HUCKEL-
Operator H zu l6sen. In der néchsten Iteration werden nun auch die MOs
durch eine Linearkombination von MOs des ungestorten Systems modifiziert,
mit denen dann wiederum die Eigenwerte der Energie angepaf3t werden.

4.1 Gestorte Zustiande

Wir withlen ein System mit einer symmetrischen Aufspaltung in bindende und antibindende
Zustéinde und interessieren uns besonders fiir das HOMO! und das LUMO? (Abb. 9.1) mit

By B =-2,303
2L ]
A, B=-1618
qk - g@g:jggg 1 Abb.4.1. Das Termschema des
_— B?i b =-0,618 Naphtalins. Das Gap zwischen den
ol i Zustinden A, und B, betrigt
x A B=0,618 1,236 (. Der oberste besetzte Zustand
1k - B, B=1000 i wird als HOMO, der unterste unbe-
— By p=1303 setzte Zustand dagegen als LUMO be-
Bag; B = 1,618 .
oL . zeichnet.
B, B=2,303
den Energien
EB :Oz—i-.’L‘Bﬁ (9.1.1)
ea =a+xpaf (9.1.2)

! Highest Occupied Molecular Orbital

2Lowest Unoccupied Molecular Orbital

49
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sowie den zugehorigen MOs

n
Up =) cnudy, (9.2.1)
=1
und
n
Up =) capy, (9.2.2)
pn=1

wobei die beiden das Gap definierenden Energien dicht beieinanderliegen sollen. Nun defi-
nieren wie unseren Storoperator wie in Gl. (8.8) nach

H =H+h, (9.3)

durch den die Eigenwerte der Energie ¢; verdndert werden nach

§Meg =< Wp|h|Up>, (9.4.1)

§Mep =< W|h|Ws > . (9.4.2)

Wenn wir die Eigenfunktionen des gestérten Systems als Linearkombinationen der or-
thonormalen Eigenfunktionen (9.2) des ungestorten Systems darstellen:

Ui =ap¥p + aaPla, (9.5)

dann werden die Amplitudenkoeffizienten der Wellenfunktionen des gestérten Systems nach
dem in Abschn. 5.4 beschriebenen Verfahren mit der Sikulardeterminante

! ! !
Hpp —¢ Hp,

=0. 9.6
Hy, Hj, ¢ >0

bestimmt, wobei ¢’ die Eigenwerte des gestorten Systems sind. Die Elemente der Determi-
nante sind

g =< Up|H|Up >=<Up|H|Ug> + < Up|h|Tp>=cp + 6 Vep. (9.7.1)

H)\ \ =<UA|H|Up>=<TA|H|Tp> + <Tp|h|Tp>=cp 4+ 0Vep. (9.7.2)

§3A = HfAB =< ‘1/B|HI|\I/A S=<U|H|UA > + <Up|h|Up>=<Up|h|¥s>. (9.7.3)
Setzen wir die Elemente aus (9.7) in die Determinante ein, erhalten wir

eg + 0Wep — &’ H;,

H%A £ + 5(1)6A _ 6’ - 0 (98)
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4.1.1 N&herungslésung

Nach Voraussetzung sollen sich die Storungen in engen Grenzen bewegen, so daf} sich die ¢/
nur wenig von den Original-Eigenwerten ¢; unterscheiden werden:

€p = B + d¢eB, (9.9)
so dafl die Sakulardeterminante nach
dWep — §eB Hj
=0 9.10
‘ HiSA 6A—6B+5(1)6A—5<€B ( )

modifiziert wird. Da nach Voraussetzung sowohl ex > dMep wie auch e > dep, wird die
Determinante zu

(1) _ 5B /
‘ 0 6]3, oe Hj, —0 (9.11)
Hy, EA —E€B
vereinfacht, die linear in der Unbekannten dep ist:
(1) (Hia)?
dep = 0\ep + —2—. (9.12)
EB — €A
Dabei wird der Summand
HI 2
@ =6@ep (9.13)
EB — €A
als Storung 2. Ordnung des Eigenwerts ep bezeichnet:
deg = (5(1)6]3 + (5(2)6]3. (9.14)

Beispiel 4.1 I Ethylen-Molekiil soll ein Substituent das Elektronensystem induktiv
storen. Wie grof sind die Stérungen in 1. und 2. Ordnung?

Losung. Die Eigenwerte und Eigenfunktionen des ungestorten Molekiils lauten

ep=a+f Up=-1(0 + &)

V2 =0 9.15
en=a—f \I/Azﬁ(d)l—%) ’ (9.15)

Die Storung ist einfach mit
by =< P1|h|®>= M (9.16)

ein Vielfaches des Austauschintegrals f. Damit erhalten wir fiir die Matrixelemente
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H,, = Ug|H + h|Up)

e + 5 {<@1|h|®1> + <@1|h|®y> + <Bo|h| By > + < Bo|h| Dy >}

g+ Lhif=a+ (1+%)ﬁ;

(UA|H + h|Ta)

e + 5 {<P1|h[®1> — <Py[h|®y> — <Py[h|®) > + <Dy|h|@2 >} (9.17)
eA+impB=a+ (—1+%)ﬂ;

H)p

(UB[H + h|¥a)

= 1ng.

/
HAA

/
HBA

Damit wird die Sakulardeterminante

a+(1+5)p-¢ g
L - =0 (9.18)
o a+<—1+71>,3—6'
Wir erinnern uns an die Definition von —z = O‘E‘E in der HUCKEL-Matrix und substi-
tuieren entsprechend —z' = %5’
1+ ﬂ) - by
( il /j =0 (9.19)
mit den Lésungen
h hi\?
d=a+2'B=a+ ?lzlz (%) +1]pB. (9.20)
Identifiziert man aus der Gl. (9.14)
e = 6WMep + 6Pep (9.14)

die beiden Beitrige zu

Wep = Hpy—ep = a+(1+4)s—(a+p) = 48
0Wey = Hyy—en = a+(—1+%)ﬂ—(a—ﬂ) = 4p
EB—EA « —(a—
hy\2
_ (H,p)? _ 3 _ h3
0Pep = el 4(04—[(3)—2044-[3) = -3

ist evident (Abb. 9.2):

1. Die Stérung in 1. Ordnung fiithrt bei einem elektronenziehenden Substituenten («
wird um eine bestimmte Grofle 8 vergrofiert, —I-Effekt) zu einer Energieabsenkung
des bindenden und des antibindenden Zustands, d. h. der antibindende Zustand ist
weniger stark negativ angehoben; der energetische Abstand wird also verringert.
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2. Die Storung in 1. Ordnung fithrt bei einem elektronenschiebenden Substituenten («
wird um eine bestimmte Grofie 5 erniedrigt) zu einer Energieerhohung des bindenden
und des antibindenden Zustands, der energetische Abstand bleibt im Rahmen der

HMO-Niherung gleich.

3. Die Storung 2. Ordnung ist bedeutend kleiner, da h sowieso klein gegeniiber H sein
soll. Sie ist wegen ihrer quadratischen Abhéingigkeit unabhéingig vom Vorzeichen der
Storung. Der bindende Zustand wird weiter abgesenkt, der antibindende Zustand
dagegen in negativer Richtung weiter angehoben; der energetische Abstand erhoht

sich.

(2)
K 5 3¢,
€a

50 —
8%

o+ Bt _

+ I-Substituenten (h, negativ)

o+ Bl

. 8%,
' 6(1) & A

Me
B (2)
_ & &y

- |-Substituenten (h, positiv)

Abb. 4.2, Energieniveau-Schema der Storungsrechnung 2. Ordnung: +/-Substituenten, die
dem 7-Elektronensystem Elektronen zuschieben, wirken destabilisierend, dem 7-System ent-
ziehende —I-Substituenten dagegen stabilisierend.

4.2 Polarisierbarkeiten

Wir fragen, inwieweit Ladungsordnung und Bindungsordnung durch eine Anderung des
CouromMB-Integrals bzw. des Austausch-Integrals beeinflullt werden. Da beide Ableitungen
der Gesamtenergie nach dem CoOULOMB-Integral bzw. dem Austausch-Integral darstellen
[s. Gln. (8.14.2/15.2)], handelt es sich um die zweiten Ableitungen nach « bzw. f.

Wir definieren folgende Ableitungen der Ladungsordnung

dqy °E 86]“

(9.1)

Oay, - O0ay, 0y, " day, = M
und bezeichnen m,, als Atom/Atom-Polarisierbarkeit [8]. Wir sehen, da die Anderung des
CouromB-Integrals an der Stelle p die gleiche Anderung der w-Elektronendichte am Atom
v erzeugt wie umgekehrt eine Anderung des COULOMB-Integrals am Atom v eine Anderung
der Elektronendichte am Atom p verursachen wiirde.
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Wie beeinfluBt eine Anderung des Austausch-Integrals an der Bindung p — o die La-
dungsordnung am Atom p?

~O0q, 0’E
P By 000B (92)

was Atom/Bindungs-Polarisierbarkeit genannt wird.

4.3 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 4.1 Berechnen Sie die Verschiebung der Eigenwerte der Energie, wenn trans-
Butadien in cis-Butadien iibergeht. Nehmen Sie dazu an, dafl zwischen den Atomen 1 und 4
eine zusitzliche Bindung entsteht! Welches der beiden Molekiile ist stabiler? Was fiir einen
Unterschied in der Elektronenspektroskopie erwarten Sie?
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5.1 Einleitung

Bei der Betrachtung der komplexeren Systeme H; und He, die wir mit den Eigenfunk-
tionen des ungestorten H-Atoms angingen, haben wir an Hand der Diskussion um das
Uberlappungsintegral gesehen, daf§ diese Funktionen sich unter dem Einflufl der Elektronen-
Elektronen-Wechselwirkung verdndern miissen. Das geht aus dem Virialsatz hervor und aus
der Unbestimmtheitsrelation (s. Kap. IV). Wir miissen also die exakten Eigenfunktionen
unter dem Einflufl der Elektronenkorrelation, der Abstofiung der Elektronen untereinander,
in sog. Basissdtze entwickeln.

Die so verdnderten Eigenfunktionen sollten dann zu einer besseren und schnelleren
Ubereinstimmung der berechneten Eigenwerte der Energie mit den experimentellen Werten
fithren. Diese zuerst von HARTREE und FOCK propagierte Methode, die Elektronenkorrela-
tion durch einen mittelnden Ansatz jeweils paarweise aufgespaltener Wechselwirkungen bis
zur Konvergenz iterierenden Schleifen (Methode des Self Consistent Field) zu bestimmen,
ist nur erfolgsorientiert und durch das Ergebnis zu rechtfertigen; sie ist kein prinzipieller
Ansatz, um die SCHRODINGER-Gleichung exakt zu 16sen, gleichgiiltig, wie grofl der Basissatz
auch gewdhlt werden mag.

5.2 Vorgehensweise

1. Die zu komponierende Eigenfunktion einer bestimmten Elektronenkonfiguration ist
ein Produkt aus Einelektronen-Funktionen

U =111pe, ..., 0y, (10.1)

die voneinander linear unabhéngig sein sollen, und das effektive Potential @fﬂ ist
zusammengesetzt aus einem Kernpotential (fiir ein Atom) bzw. aus einer Summe
von Atomkernen (fiir ein Molekiil) und der Summe aus den abstofilenden, paarweise
betrachteten Wechselwirkungen der einzelnen Elektronen untereinander. Zwischen
Elektron 1 und Elektron 2 wire also die statische Wechselwirkung

o

E=2. (10.2)

Tatséchlich ist sie aber

95
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o0
E= eo/ palra) g, (10.3.1)
0 12

bzw. in der BORNschen N&herung

E = ¢l /OOO [a(r2)l* dry (10.3.2)

12

und das Potential des Elektrons 1 in der Gesamtheit der Wechselwirkung zwischen
den Elektronen von 7 = 2 bis 7 = nz:

Zey - |¢(7")|2
oeff — 272 1 ¢ E / IR RS A R 1 10.4
1 r Oj . T J ( )

Dabei wird das Elektron 1 als ruhend betrachtet, die Elektronen j dagegen als La-
dungswolke verschmiert, die als Integrale {iber die Ortskoordinate r1; bezeichnet wer-
den (mean field approzimation). Durch die Integration iiber die Koordinate j wird
diese eliminiert, und der HAMILTON-Operator wird wieder ein Einteilchen-Operator,
der nur noch von r; abhéngt.

Fiir Molekiile, die mehrere Atomkerne aufweisen, und die als ruhend gegeniiber den
Elektronen betrachtet werden (sog. Born-Oppenheimer-Niaherung), ist eine zweite
Summation erforderlich:

oS [

A= 1

Damit wird der HAMILTON-Operator in atomaren Einheiten

H, = —%VZ Z Ze +e Z/ WJ TJ dr;. (10.6)

r
AlAl

. Mit diesem Potential wird der Eigenwert der Energie des Elektrons 1 mit der

Einelektronen-SCHRODINGER-Gleichung berechnet:

Erpr = Hiyhy. (10.7)

. Diese Prozedur wird fiir alle Elektronen wiederholt, wobei der HAMILTON-Operator

die Summe der paarweisen Wechselwirkungen j # 4 ist und auf die jeweils jte Eigen-
funktion wirkt:

_ ——V2

Zeo ZZ/ |¢] dr; : (10.8)

zlAl 1=1 j#i

bis die einzelnen Funktionen

i = captr (10.9)

k
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sich nicht mehr &ndern bzw. das Ergebnis fiir den Eigenwert konvergiert.

4. Es hat sich herausgestellt, daf} die Einelektronen-Bahnfunktionen, die in jedem Quan-
tenmechanikbuch abgehandelt werden und Losungen der LEGENDREschen DGI sind,
nicht besonders gut konvergieren. Stattdessen werden SLATER-type orbitals (STOs)
oder GAUSsSian-type orbitals (GTOs) eingesetzt.

5.3 Basissatze

5.3.1 Slater Type Orbitals (STOs)

Die im Kap. 4 eingefithrten STOs weisen die algebraische Form

2n+1 1/2
wnlm:<%> e Y (9, ), (10.10)

auf. Es sind also geddmpfte Kugelfunktionen mit ¢ dem sog. Orbitalkoeffizienten, der variiert
wird. Er hiingt von Z, der (effektiven) Hauptquantenzahl n und dem Abschirmparameter A
in der Weise

Z —A
n

(=

ab. Ist die Abschirmung klein, ist der Orbitalkoeffizient das Verhiltnis von Ordnungszahl
und effektiver Hauptquantenzahl. Die Orbitale haben keine Knoten, sind also zueinander
nicht orthogonal. Die Abschirmung wurde in Kap. 4 eingefithrt. Hier nochmal die Tabelle
der Abschirmparameter (5.1).

(10.11)

Tabelle 5.1. Abschirmungsbeitrag A; durch ein Elektron im AO ngl; nach SLATER

1s | 2s,2p | 3s,3p | 3d | 4s,4p
ls 0,30 0 0 0 0
2s,2p | 0,85 | 0,35 0 0 0
3s,3p | 1,00 | 0,85 | 0,35 0 0
3d 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,35 0
4s,4p | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,85 | 0,35

Elektronen gleicher Hauptquantenzahl n, aber verschiedener Nebenquantenzahl [ wird
die gleiche effektive Kernladungszahl Z.g zugeordnet. Wie aus Tab. 5.1 ersichtlich, sind die
p-Elektronen im Durchschnitt vom Kern weiter entfernt als die s-Elektronen.
Folglich wirkt auf sie eine kleinere Kernladung. Die Folge ist, daf3 die fiir Ein-
elektronen-Atome entarteten Energie-Eigenwerte gleicher Hauptquantenzahl n
infolge der Elektronen-WW aufgespalten und mit zunehmender Nebenquanten-
zahl | nach h6heren Energien verschoben werden.

Wegen der exponentiellen Abhéngigkeit von r sind die STOs den analytischen wasser-
stoffihnlichen Funktionen sehr nahe, und die Ergebnisse konvergieren schnell mit steigender
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Zahl der verwendeten Funktionen. Jedoch konnen Integrale mit mehr als zwei Zentren ana-
lytisch nicht berechnet werden. Zwar gibt es keine radialen Knoten, aber die kénnen durch
Linearkombination von STOs erzeugt werden.

STOs haben heute immer noch eine hohe Bedeutung als Eichstandard fiir GTOs; aufler-
dem werden sie fiir SCF-Rechnungen von Atomen und zweiatomigen Molekiilen verwendet,
wo sie aber hohe Genauigkeiten liefern. Wo 3- oder 4-Zentren-Integrale erforderlich sind,
miissen semiempirische Methoden Anwendung finden.

5.3.2 Gaussian-type orbitals (GTOs)

Im Gegensatz zu den STOs haben die GTOs zwar keine unmittelbare physikalische Be-
griilndung, aber es 148t sich sehr viel leichter mit ihnen rechnen. Z. B. ist das Produkt zweier
GTOs mit unterschiedlichen Zentren (= Atomkernen) ein GTO mit einem dritten Zentrum,
etwa im Schwerpunkt der beiden Zentren. Ihre pinzipielle Abhéingigkeit vom Ort wird also
mit einer dreidimensionalen Matrix g;;x (%, ¥y, 2) beschrieben (IV ist die Normalisierungskon-
stante, & oder 5 der Orbitalexponent), wobei die Funktionen, die in Kugelkoordinaten von
r,¥ und ¢ abhiingen, wieder nach x, vy, z transformiert werden, und man erhilt
Gumn (@,y,2) = Naly™2"e ™", (10.12)

wobei « eine Konstante ist und als Exponent bezeichnet wird, der die rdumliche Ausladung
der Funktion bestimmt. Hier ist der grofie Nachteil, dafl die Funktionen keine Eigenfunk-
tionen des Drehimpulsoperators L sind. Diese GTOs sind an einem bestimmten Atomkern
fixiert, und die Summe der Exponenten [, m,n mufl die glatte Nebenquantenzahl ergeben.
Das sind keine Quantenzahlen! Im Gegensatz zu den STOs mit ihrem vorexponentiellem
Faktor 7"~ ! tritt die Hauptquantenzahl hier gar nicht mehr auf, sondern es werden fiir die
einzelnen Typen s, p, d, f, die als ,,primitive* GTOs bezeichnet werden, jeweils unterschied-
liche as verwendet.

Wegen der algebraischen Form der Fehlerfunktion hat diese im Ursprung immer eine
horizontale Tangente

d _,»
— o =0, 10.13
¢ =0 (10.13)

wihrend die STOs dort eine Spitze haben

%e*%:[) £ 0, (10.14)
(e ist immer Eins!), fiir grofe r fillt ein GTO dagegen zu steil ab. Das heifit, die GTOs
weisen eine falsche Asymptotik fiir die wichtigen Werte r — 0 und 7 — oo auf. In Abb. 10.1
wird dieser Unterschied zwischen einem STO und einem GTO illustriert.

Durch Linearkombination einzelner GTOs lifit sich aber immer das entsprechende STO
erzeugen. Dies ist in Abb. 10.2 dargestellt fiir die 1s-Bahnfunktion, die bereits durch drei
GTOs perfekt beschrieben wird.

AuBlerdem besteht der Basissatz nicht immer aus linear unabhiingigen Funktionen.! So
gibt es 6 (statt 5) d-Funktionen und 10 (statt 7) f-Funktionen. Daraus wird ersichtlich, daf}

IErinnert sei an die d,2-Funktion, die eine Linearkombination aus dy>_.2> und dem d,>_,> dar-
stellt, s. Fulnote im Kap. 3.
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eine einzige, sog. primitive, GAUSS-Funktion selbst ein einfaches STO nicht beschreiben
kann, so dal mehrere erforderlich sind, und zwar durch eine SCF-Bestimmung (Variation
der Exponenten (, bis die Energie ein Minimum aufweist) an isolierten Atomen, bei denen
ja STOs iiberlegen sind.

Ein GTO verhélt sich also definitiv anders als die wasserstoffihnlichen Einelektro-
nen-Bahnfunktionen, aber es erlaubt eine schnelle und effiziente Berechnung von Zwei-
Elektronen-Integralen, indem ein Kontraktionsfaktor eingefithrt wird, und man bezeichnet
diese GTOs als CGTOs oder CGF's:

L
GO (r = Ra) = dyptpy ™ (.7 — Ra) (10.15)
p=1

mit L dem Grad (oder auch der Linge) der Kontraktion, und d,, den Kontraktionskoeffi-
zienten.

Diese GTOs sind zwar ungeeignet fiir quantitative Berechnungen von Molekiilen, sie
weisen aber einen gewaltigen Vorteil auf. Wegen des Vermeidens der Spitze bei r = 0
haben die GTOs analytische Losungen. Damit lassen sich die Uberlappungsintegrale, die
Austauschintegrale und die Coulombintegrale einfach(er) berechnen. So ist das Produkt aus
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zwei GTOs wieder ein GTO — so hatten wir ja das Uberlappungsintegral eingefiihrt (Abb.
10.3):

GO (a1 — Ra) 31O (B,r — R) = Napy¥O(p,r — R,) (10.16)

mit Nap einer Normierungskonstanten, in die die Exponenten « und 3 eingehen. R, ist
gegeben durch

R, = M (10 17)
v a+p '
1.00+
7N
f ’\‘z FAN
orst S [
g 0.50} f 1 j’ “\‘
@ 025l / 7 ¥ | Abb.5.3. Das Produkt aus zwei
/ / E E GTOs ist wieder ein GTO, und sein
0.00! | Zentrum ist das arithmetische Mittel
T S R T der Zentren der beiden GTOs.

rla.u.]

Beim Eingehen einer chemischen Bindung dndert sich o und damit die Form und Aus-
ladung der Orbitalfunktion.

Beispiel 5.1 Wie sieht der Basissatz fiir das Ho-Molekiil aus? Jede Basisfunktion (BF)
wird durch ein STO approximiert. Jedes STO wird seinerseits durch komprimierte GTOs
von drei primitiven 1s-Orbitalen angendhert, was als STO-3G Basis-Satz bezeichnet wird.
Fiir molekulare Abschitzungen bauen wir uns dann ein MO, das als Linearkombination aus
Basisfunktionen bezeichnet wird: MO(Hy) = LCBF.

Wir bauen uns also zunichst 3 primitive (normalisierte) GTOs:

%;11073(} = Nicie™®" 4 Nycpe 2" 4 Nacge™ @7 (10.18)

Meist wird ein Skalierungsfaktor in den Exponenten gesetzt,so dafl

Bi = aif?, (10.19)
und aus (10.18) folgt fir das 1s-Orbital in der STO-3G-Basis

3
PTO=G = Niere™ I 4 Njeye™02 7 4 Nijege™@ /" = NS e Nfe P (10.20)
=1

Sind die 15 nicht normalisiert, mufy das als néchstes gemacht werden:
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L=<y Oy 07 >, (10.21)

was drei quadratische Glieder

/(N{)2c%e2’8”2 d*z

und drei gemischte Glieder
2/(N{N;)2cicje(’8i+’3f)r2 d*z

ergibt, und die Normalisierungskonstanten n/! fiir die primitiven GTOs werden nach

\ 3/4
N} = (2—@> (10.22)

™

berechnet.
Die Nomenklatur der Exponentialsummanden in GI. (10.20) ist iiblicherweise

g15(Bi, ) = Nje #r*. (10.23)

Jede BF ist also eine Kontraktion aus 3 primitiven GTOs. Die Exponenten und Ex-
pansionskoeffizienten werden aus einer Least-square-Rechnung aus STOs ermittelt. Die be-
rechnete Energie nimmt mit steigender Zahl der verwendeten primitiven Funktionen ab,
weswegen oft mit 6 primitiven Funktionen gerechnet wird. Der erreichbare Grenzwert ist
das Hartree-Fock-Limit.

Man koénnte auf die Kontraktion auch verzichten und mit primitiven GTOs rechnen.
Zur Losung dieses Eigenwert-Problems mit N GTOs mufl aber eine N x N-Matrix dia-
gonalisiert werden, so dafl eine Einheitsmatrix gebildet wird. Dieses Verfahren ist bei der
Diagonalisierung der 6 x 6-Determinante des Benzols im Kap. IT 4 demonstriert worden.
Da der Rechenaufwand mit steigender GTO-Zahl stark zunimmt, sind also Cleverness beim
Programmieren oder ein grofler Rechner gefragt ... Z. B. reduzieren kontrahierte GTOs,
also geschickt errechnete BF's, die Anzahl der Versuchsparameter deutlich.

Fiir Abschétzungen, die wenig Aufwand erfordern sollen, aber den HMO-Betrachtungen
dennoch weit iiberlegen sind, fingt man zweckméfigerweise mit einem minimalen Basissatz
an.

e eine Basisfunktion ¢ pro Orbital bedeutet
e 2 Spin-Orbitale 1saw und 1sf fiir H und He,

e 10 Spinorbitale 1s, 2s, 2p,, 2p,, 2p,, jeweils mit o und f, fiir die Periode zwischen Li
und Ne.

Da beim Eingehen einer chemischen Bindung die Orbitalausladungen sich dndern, ver-
doppelt man dafiir dieses Orbital auf zwei Basisfunktionen mit unterschiedlichem ¢ (,,dou-
ble“-(). Gewichtet man bei der chemischen Bindung (physikalisch Interferenz oder ma-
thematisch Uberlagerung) zwei GTOs mit verschiedenen (s, fithrt das zu Orbitalen mit
interpolierter Grofle (sog. ,, Triple“-(, ,Quadruple“-C ...).

Da die nicht an einer chemischen Bindung teilnehmenden Orbitale ndherungsweise un-
verdndert bleiben, beldfit man es in einer weiteren Néherung fiir diese Orbitale bei einem
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Orbitalkoeffizienten und spricht dann nur von ,valence double (“ etc. (VCZ, VTZ ...),
geschrieben natiirlich nicht ¢, sondern brutal Zeta.

Das wiirde z. B. fiir Methan bedeuten: H: 1 - 2 Basisfunktionen, C: 1 + 2-4 = 9
Basisfunktionen.

Weiters kennen wir aus der Chemie noch das Auftreten ,einsamer“ Elektronenpaare,
die wegen ihrer Ungerichtetheit relativ weit ausladen und deswegen als ,,diffuse* Funktionen
bezeichnet werden.

Und schlieBlich sind die Basisfunktionen isotrop um den Kern angeordnet, und um
eine Richtung zu erzeugen, bendtigt man noch sog. Polarisationsfunktionen. Fiir p-Orbitale
benétigt man 6 d-Zustinde, fiir s-Orbitale 3 p-Zustinde.

e Verdopplung der Zahl der Funktionen erhoht die Qualitit der Beschreibung der che-
mischen Bindung.

e Verdopplung der Zahl der Core-Funktionen verbessert wesentlich die Genauigkeit der
Gesamtenergie, obwohl die Core-Elektronen wenig oder nichts zur chemischen Bin-
dung beitragen — die Valenzstrichschreibweise suggeriert eben nur, dafy ausschliefilich
die so bezeichneten Valenzelektronen in die chemische Bindung involviert sind.

e die Methode des ,split valence basis set“ verbessert die Flexibilitdt im Valenzbereich
und benutzt einen kontrahierten Satz von GTOs fiir den Core-Bereich.

5.3.2.1 Nomenklatur der GTOs am Beispiel des Methans.

e Minimale Basis: H: 4 (1s), C: 5 (s, 2s, 2py, 2py, 2p.) macht 9 BF. Wenn ein STO aus
einer LC aus 3 GTOs erzeugt wird (STO-3G), bedeutet das 27 primitive Funktionen
(meist werden 6 primitive Basisfunktionen verwendet).

e Double Zeta: 2 Basisfunktionen fiir jedes Orbital: H: 2 (2-1s), C: 10 [2:(1s, 25, 2ps, 2py, 2p2)].
e Triple Zeta: 3 Basisfunktionen fiir jedes Orbital: H: 3 (3-1s), C: 15 [3:(1s, 25, 2py, 2py, 2p. )]
e Diffuse Funktionen: Symbol +

e Polarisationsfunktionen: Symbol *

Das bedeutet also fiir

6—311+G"": (10.24)

6: Jede Core-Basisfunktion (z. B. der 1s-Zustand des C) ist aus 6 primitiven GTOs
zusamimengesetzt.

311: Triple-Zeta Split-Valenzbasis: Eine ist eine kontrahierte Funktion aus 3 primiti-
ven GTOs, die anderen zwei sind einfache GTOs.

+: Es sind diffuse Funktionen zu beachten.

e G: GTOs

e “: 1. Asterisk: Polarisation von p-Orbitalen durch d-Funktionen, 2. Asterisk: Polari-
sation von s-Orbitalen durch p-Funktionen.
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5.3.3 Nomenklatur der Basis-Sédtze nach Pople

Tabelle 5.2. Nomenklatur fiir Basissatz-Bezeichnungen nach POPLE.
Basissatz | GTOs fir GTOs fir Kommentar
H-Atome Atome d. 1. Periode
STO-3G |1 5 minimaler Satz
3-21G 3 15
1s aus 2 GTOs | 1s aus 3GTOs H: 2 BF
1s" aus 1 GTO | 2s,2p aus 2 GTOs C: 9 BF
2s',2p" aus 1 GTO
gut f. Geometrie, schlecht f. Energie
6-31G 2 15 31: Triple Zeta Split Valence,
3: 3 primitive GTOs f. innere Valenz-Orbitale,
1: 1 primitives GTO f. d&ulere Valenz-Orbitale
6: Core-Orbital aus 6 GTOs
6-31G* 2 15 wie 6-31G, aber
mit d-Polarisation der
schweren Atome
6-31G** 5 15 wie 6-31G*, aber
mit p-Polarisation der
H-Atome
6-31+G** | b 19 wie 6-31G**, aber
mit 1 Satz von P diffuser Funktionen der
schweren Atome
gut f. geometrie u. Energie
6-311G 5 26 311: Triple Zeta Split Valence,
1s aus 3 GTOs | 1s aus 6 GTOs H: 3 BF
1s" aus 1 GTO | 2s,2p aus 3 GTOs C: 13 BF
15" aus 1 GTO | 2s',2p' aus 1 GTO
2s",2p" aus 1 GTO
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6 Berechnung von Energiebindern mit
Pseudopotentialen

Das Modell des fast freien Elektrons liefert also eine Erklarung fiir die Entstehung der
Béander, allerdings unter der Pramisse, dafl das periodische Potential schwach ist und des-
wegen als kleine Storung betrachtet werden darf (Abb. 12.1).

Ula. u]

Abb.6.1. Das  steile  Cou-
LoMB-Potential wird offenbar durch
die Abschirmung der core-Elektronen
abgeschwéicht. Welches ist das richtige
Potential?

Diese Annahme ist aber insbesondere in Kernnihe falsch, wo die Elektronen-Wellen-
funktionen, die als ebene Wellen mit kleinen Wellenvektoren angesetzt werden, eine star-
ke Modulation erfahren. Die Frage also ist: Welches Potential soll in die SCHRODINGER-
Gleichung eingesetzt werden? Das Problem ist dabei, dafl das einzusetzende V (r) in Wirk-
lichkeit nicht einfach kugelsymmetrisch ist. Wird diesem Umstand Rechnung getragen, be-
deutet das die Verwendung sog. nichtlokaler Potentiale, die also nicht nur von r, sondern
z. B. noch von der (zu bestimmenden) Energie abhiingen, iiber die ,Nebenquantenzahl® [
auch noch vom Drehimpuls, womit der Einflufl der inneren Schalen beriicksichtigt wird. Der
stark negative Anteil des Potentials wird durch diese Einbeziehung kompensiert, und das
entstehende Pseudopotential ist dann tatsichlich schwach, so, wie bei der Einfithrung des
Béandermodells angenommen. Der praktische Hauptvorteil ist die schnelle Konvergenz der
Rechnung.

!s. dazu a. die Diskussion um die Bezeichnung der Bénder.
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Tabelle 6.1. Mit einer ab initio-Methode bestimmte Orbitalenergien von Kohlenstoff

6 Berechnung von Energiebindern mit Pseudopotentialen

(Z = 6) und Kupfer (Z = 29).

Kohlenstoff Kupfer
Orbital | Eion [€V] | Orbital | Eion [eV]
4s —0,2
3d —0,5
3p -3,5
3s —-5,0
2p —0,5 2p —35,0
2s —0,7 2s —41,0
1s —11,0 1s —392

6.1 Motivation des nichtlokalen Pseudopotentials

Wie bei der Abschirmung der Kernladung durch die core-Elektronen diskutiert, erfolgt
diese durch Elektronen derselben Schale unvollstindig, d. h. ein Elektron kompensiert eine
Kernladung nicht vollstdndig, und dadurch werden die Valenzelektronen — von links nach
rechts im Periodensystem — immer stéirker gebunden. Wihrend noch Aluminium nominell
drei Elektronenes zum Erreichen der Edelgaskonfiguration verliert, ist eine noch héhere
Oxidationszahl bei den Hauptgruppenelementen nicht vorstellbar, und die Atome nehmen
folglich Elektronen zum Erreichen der Oktettschale auf. Das gilt nicht nur von links nach
rechts, sondern auch von oben und unten.

Und auch beim Sprung in die néichste Periode ist das noch zu spiiren. Auf jeden Fall sind
aber die Spriinge der lonisationspotentiale beeindruckend. In Tab. 11.1 sind zwei Beispiele
aufgefiihrt, die eindriicklich die Berechtigung der Separation in Core- und Valenzelektronen
beweisen.

Beispiel 6.1 C hat die Elektronenkonfiguration [He|2s22p?, Si die Elektronenkonfiguration
[Ne]3s23p?. Das Modell der Valenzelektronen besagt: es ist eine Separation der Elektronen
in core-Elektronen (in diesem Fall: [He] fiir C, [Ne] fiir Si) und Valenzelektronen moglich,
und nur die Valenzelektronen bestimmen die Natur der chemischen Bindung.

Wenn dieses Modell richtig wére, dann miifiten sich C und Si gleich verhalten. Das ist
aber nicht der Fall. Also mufl die Konstruktion dieses Restpotentials diese Unterschiede
beriicksichtigen.

Dieses Beispiel verdeutlicht die Notwendigkeit einer genauen Betrachtung der Abschir-
mung. Die genaue Konstruktion des Pseudopotentials ist eine wichtige Fragestellung in der
Festkorperphysik, untrennbar damit verbunden die Konstruktion der Wellenfunktionen.

Wir wollen uns zunéichst mit den unterschiedlichen Ansétzen fiir die Wellenfunktionen
beschéiftigen:

1. Zellenmethode,

2. tight-binding-Methode,
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3. Orthogonalisierte ebene (plane) Wellen (OPWs),

wobei bei den OPWs die Pseudopotentiale eingefiithrt werden.

6.2 Zellenmethode: Methode von Wigner und Seitz
Der einfachste Fall ist die Zellenmethode, bei der die BLOCH-Bedingung (3.39)

Yr(r + R) = ¢p(r) (12.1)

iiber den Ansatz einer ebenen Welle

Yr(r + R) = ¢p(r) e*F (12.2)

gelost wird, von der wir ja wissen, dafl sie eine periodische Funktion im Raumgitter ist.
Dieses Schema ist im Eindimensionalen sehr einfach einsetzbar und durch Iteration schnell
und straightforward 16sbar, da es jeweils nur zwei Punkte einer Kette sind, an denen die
Anschlufibedingung (12.1) erfiillt sein muf. Jedoch muf} im Dreidimensionalen dies fiir alle
Punkte auf der Oberfliche der Elementarzelle erfiillt sein, d. h. an unendlich vielen Punkten.
Wenn das auch ,nur® mehr Rechenaufwand erfordert, so spricht dennoch einiges Prinzipielle
gegen diese Methode:

e Die Einfithrung irgendwelcher Zellengrenzen ist immer willkiirlich,

e es entstehen Diskontinuitéiten der ebenen Welle ausgerechnet in dem Gebiet, in dem
das Potential am flachsten ist, und die Wellenfunktion einer ebenen Welle am &dhn-
lichsten sieht.

Eine spezielle Form der Zellenmethode ist die Methode von WIGNER und SEITZ. Wird
ein approximatives kugelsymmetrische Potential eingesetzt — und schliellich sind die Po-
lyeder eines fce- oder bee- Gitters von der Kugelform nicht wesentlich verschieden —, sind
wir bei der bereits in den Kap. II, 2 u. 3 erwdhnten Methode von WIGNER und SEITZ; die
WS-Zelle wird durch eine WS-Kugel gleichen Volumens

4
Vivs = ?7"2 (12.3)
ersetzt, und wir brauchen nur eine radiale Gleichung mit der Anschluibedingung
0
<ﬂ> =0 (12.4)
o/ —

auf der Oberfliche der WIGNER-SEITZ-Kugel zu 16sen, so da§ die Energie E(0) an der
Unterkante des FERMI-Sees eindeutig bestimmbar ist (Abb. 11.2).
Fiir Alkalimetalle ist das die Methode der Wahl. Man kann sogar Gl. (3.39) in die
SCHRODINGER-Gleichung einsetzen und erhélt vektoriell geschrieben
o, h2k?

- 2ik - = (E(k) — —— . 12.

o (V? + 2ik - V) ug(r) < (k) o > ug(r) (12.5)
Mit der Bedingung (12.4) erhilt man eben fiir E(k) eine Formel, die von dem Fall fiir
freie Elektronen verschieden ist, eben eine Bandform. Insbesondere fiir & = 0 wird 9y =
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T T T T T

Bandoberkante r
S |

Fermi-Niveau

| Bandunterkante |
s NN\ NN
S, Abb.6.2. Die WS-Zellen werden
= - - ) durch WS-Kugeln gleichen Volumens

ersetzt; die Anschlubedingung (12.1)
sorgt fiir die Stetigkeit der Gesamtwel-
lenfunktion.

- Gitterpotegntial

1

uo(r), wobei up(r) die Gitterperiodizitdt aufweist und dicht bei den Ionenriumpfen den
Wellenfunktionen des freien Atoms sehr dhnlich sieht.
Da aber hier die Festkérperstruktur iiberhaupt keine Rolle spielt, ist das Ergebnis nur
von der Dichte der Elektronen abhingig, gilt also insbesondere fiir fliissige (Alkali-)Metalle.
Verbessert werden kann sie, wenn man versucht, einen vollstindig anderen Ansatz mit
ihr zu verbinden. Dieser Ansatz ist die tight-binding-Methode.

6.3 tight-binding-Methode

6.3.1 Wellenfunktion

Man geht von der LCAO-Methode zur Beschreibung kleiner, isolierter Molekiile aus. Die
Wellenfunktion wird aus den Bahnfunktionen der Valenzelektronen innerhalb einer Ein-
heitszelle aufgebaut:

$(r) = cigi(r — R), (12.6)
i
wobei ¢ iiber alle Valenzorbitale der Einheitszelle lduft. Fiir Si sind das also die 3s- und
die 3p-Zustinde, insgesamt also vier Zustinde pro Atom. Diese Wellenfunktion wiederholt
sich in jeder Einheitszelle mit einem (komplexen) Vorfaktor, mit dem die Eigenschaft als
BrocH-Funktion sichergestellt wird.

_ L N ikatikotike) g (hg o

= e r a—+jb+lec 12.7
) 76 hz;l ¢lr — (ha +j )] (12.7)
mit € der Zahl der betrachteten Einheitszellen, die h, 7,/ sind MILLERsche Indizes und
die a, b und c die Gittervektoren im direkten Gitter. Wegen der Translationssymmetrie
des Gitters sind die Eigenfunktionen des HAMILTON-Operators auch Eigenfunktionen des
Translationsoperators (BLOCH-Theorem):

¢t,k(r

Pr(r + R) = iy (r)e F, (12.8)

wenn
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R = ha + jb+lc. (12.9)

6.3.2 Eigenwerte der Energie
Wir bestimmen die Eigenwerte der Energie nach

H|y(r) >= Eglyr(r) >, (12.10)

indem wir von links mit einer Bahnfunktion eines Valenzelektrons malnehmen und integrie-
ren:

< (7)) H|pg(r) >= Ei < p(r)|tg(r) > . (12.11)

Die tight- Binding-Funktion 1k (7) ist iiberall verschieden von Null wg. des Exponentialterms,
¥y, (r) fillt auBerhalb des Orbitalradius sehr steil ab. In der tight-binding-Niherung werden
noch die néichsten Nachbarn (m) inkludiert, somit sind von Bedeutung;:

Cn < P Hlthy >+ e < o [Hlth, > ¥ B = By < ahpfth > (12.12)
m

6.3.2.1 Eindimensionales Gitter. Die Funktion (12.7) vereinfacht sich zu

1 i(nk-a)
x) = E el T —na),ne’, 12.13
und wir bestimmen die Eigenwerte nach der Vorschrift

<p(@)[H|¢pp(2) >= B <p(z)|¢by () >, (12.14)

was aufgelost

<(@)[Hlgp(z + a)> T <y (@) Hlgp(2) > + <¢p(2) H|p(z — a) > F9 = B
2

12.15)
ergibt. Da es sich um ein achsensymmetrisches Problem handelt, ist
<tp(@)[Hl(z + a) >=<+(z) [ H[¢(z — a) >= —p, (12.16)
und mit
<p(z)H|p(z) >= —¢ (12.17)
folgt schlieB3lich:
E = —¢ — B(el(71Fa) 4 ¢i(1k-a)y (12.18.1)

oder (Abb. 11.3)

E = —e —2p cos(ka). (12.18.2)
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E [eV]

Abb. 6.3. Die tight-binding-Néhe-
] rung eines eindimensionalen Git-
ters liefert diese Bandstruktur (Di-
spersionsdiagramm).

ka

Die Energien sind auf ein Band der Breite 48 beschriinkt. Je schwiicher der Uberlapp,
je schmiler das Band. Fiir kleine ka kann man den Cosinus entwickeln und erhélt

E~ —c— 46+ B(ka)? : (12.19)

die Energie am Bandboden ist unabhéngig von der Bewegungsrichtung, und die effektive
Masse ist dort

h2

= 350 (12.20)

Meff

Die Methode illustriert das Uberlappungsprinzip und ist insbesondere fiir Ubergangs-
metalle sehr geeignet, bei denen die d-Zustidnde ein relativ schmales Band bilden.

Ein Problem sind die nicht orthogonalen Basisfunktionen. Viel bedeutender aber ist, daf§
die Niveaus der individuellen Atome nicht mehr existieren (konnen), denn sie wiirden nun
iiber den Potentialbergen zwischenden Atomen liegen. Daher ist das Vorgehen mit dieser
Methode fiir die Valenzelektronen wenig vorteilhaft. Fiir die nur schwach aufgespaltenen
Core-Elektronen ist dieses Verfahren allerdings die Methode der Wahl.

Das wichtigste Resultat ist aber, daf§ mit den Gln. (12.8) und (12.10) ein Ansatz zur
Berechnung der Energie im k-Raum als FOURIER-Reihe

Ek) =) " E (12.21.1)
l

sinnvoll und erfolgreich ist. Die Vektoren des Raumgitters I sind aber wiederum die rezi-
proken Gittervektoren des reziproken Gitters g! Daher miissen Entwicklungen der Form

V(r)=>Y €9V, (12.21.2)
g
gelten, wenn V' (7) die Periodizitat V (r 4+ 1) = V(r) besitzt, und schliefilich

E(k +g) = E(k). (12.21.3)
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6.4 OPWs

6.4.1 Einfiihrung

Wir sehen also, daf die beiden Methoden — von den Grenzen der vollsténdig lokalisierten
und der perfekt delokalisierten Bindung her kommend — ihre Nachteile haben. Daher liegt
es nahe, beide zu verbinden. An den Kernen ist der Zustand lokalisiert, die Rumpfzustinde
bilden daher ein nur schmales Band, das im Kristall vollstindig besetzt ist, hoher liegende
Zustéinde sind Losungen derselben SCHRODINGER-Gleichung und sind dazu orthogonal. In
den Gebieten zwischen den Kernen sieht der Zustand dagegen einer ebenen Welle shnlich.?

Das Rezept ist also eine Trennung in Core- und Valenz-Elektronen, wobei die Zustéinde
des Cores eingefroren werden (,,frozen core*). Die Core-Elektronen schwichen das COULOMB-
Potential des Kerns ab, und diese Abschwéichung ist fiir jeden Kern individuell. Also erfihrt
ein Valenzelektron von Kohlenstoff eine andere Abschirmung als eins von Silicium. Das ent-
stehende Potential fithrt dazu, daf die Beschreibung der Valenzelektronen korrekt wird.

Im Core-Bereich weisen die Elektronen, bedingt durch die hohe Kernladung, aber auch
durch die quantenmechanisch bedingten FERMI-Locher, kurzwellige Oszillationen auf, die
mit ebenen Wellen natiirlich nur schwer zu beschreiben sind. Fiir uns sind aber nur die
Valenzelektronen von Wichtigkeit, die iiber den gesamten Kristall delokalisiert sind und
nur ein flaches Potential erfahren. Die Frage also ist: Wie gelingt es, die Bewegung der
Valenzelektronen in diesem flachen Potential zu beschreiben? Die Antwort ist: Beschreibung
der Valenzelektronen durch moglichst glatte, also knotenlose, Wellenfunktionen in einem
moglichst glatten Pseudopotential ohne Singularitét.

6.4.1.1 Elektron im Kasten, im Zentralfeld
1. Die Wellenfunktionen sind zueinander orthogonal.
2. Je hoher die Quantenzahl, um so hoher die Energie, um so mehr Knoten (Abbn. 11.4).

3. Eine Trennung in Valenz- und Core-Elektronen ist moglich. Die Wahrscheinlichkeit,
ein Valenzelektron dicht am Kern zu finden, ist aber sehr klein. Dort befinden sich
eben die Core-Elektronen und erzeugen ein FERMI-Loch.

6.4.2 Ableitung

6.4.2.1 Wellenfunktion. Fiir die Core-Elektronen werden die atomaren und die BLOCH-
Eigenschaften kombiniert mittels des Ansatzes [18]

1 .
P = [tk >= = > ek By (r - R), (12.22)
R

mit k dem BLOCH-Vektor, R einem Vektor des direkten Gitters, {2 dem Volumen der BZ,
und b;(r) eines am Ort R = 0 lokalisierten Core-Elektrons im Zustand [t >.
Diese Funktion erfiillt das BLoCH-Theorem im direkten und reziproken Gitter

2Wollte man eine BLoCH-Funktion darstellen, die alles kann, also auch die Wiggles in Kernniihe
nachzeichnen, bendtigte man ca. 10> Wellen pro Atom.
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Abb. 6.4. Lks.: Elektron im Kasten, re.: s-Elektronen im Zentralfeld eines Protons.

prr(r+ R) = e® By p(r), (12.23)

Prie—g(T) = Pr(r). (12.24)

Die b(r) sind nun nicht die Core-Funktionen der isolierten Atome. Mit der Funktion (12.23)
wird das Verhalten des t-ten Core-Elektrons im ganzen Kristall beschrieben, und daher ist
in der SCHRODINGER-Gleichung

Hoik(r) = Bt ki r(r) (12.25)

V(r) das Kristallpotential, die Summe der Einzelpotentiale
V(r)=> Vilr - Ry). (12.26)
R;

Diese Funktion bildet ein schmales Band, das im Kristall vollstindig besetzt ist. Hoher
liegende Zusténde zum selben Operator miissen orthogonal zu ¢,y = |t, k > sein:

< il >=0. (12.27)

Um nun die ungeniigende Konvergenz des Ansatzes der ebenen Wellen zu verbessern, er-
weiterte HERRING diese mit (12.23) [19]:

Xk(r) = —=e*" =" B ki a(r), (12.28)

t

3~

mit den Koeffizienten f, j, die dafiir sorgen, daff die Orthogonalititsbedingung zwischen
den einzelnen Funktionen erfiillt ist:

Brie =< Yr|brr > (12.29)
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Damit hat die Funktion x(r) den Charakter sowohl einer ebenen Welle wie den von Atom-
bahnfunktionen — und sie hat BLOCH-Charakter, weil sowohl

kT = |k > (12.30)
wie
Pri(r) = [tk > (12.31)

die BLoCH-Bedingung erfiillen. Die ys werden nun als Basis fiir unsere Wellenfunktion
verwendet:

Pr(r) = k_gXk—g; (12.32)
g

wobei die Koeflizienten ay,_, nach dem Variationsprinzip den Minimalwert fiir den Erwar-
tungswert der Energie bestimmen. Fiir ¢k (r) schreiben wir auch |¢;,>. Nach dem BLOCE-
Theorem ist

Xk(T) = Xr—g(7), (12.33)

also
xe(r) = 1k —g > | = 3 Br—gbrng(r). (12:34.1)
t
wobei mit (12.31) die rechte Seite als
Xe(r)=1k—g>=> |t,k> B g (12.34.2)
t
geschrieben werden kann, wobei

Bik—g =<t ,k|lk—g > (12.35)
so gewahlt wird, da3 die Orthogonalititsbedingung erfiillt wird, als Schluflgleichung;:

Ve >= on_g [lk—g>—=> [t,k>Pir_g|: (12.36)
g t

Die Wellenfunktion der Leitungselektronen ist eine Linearkombination der OPWs (statt der
ebenen Wellen, Abb. 11.5).

Und da die OPWs im Rumpfbereich schon die richtigen Oszillationen haben, sind nur
wenige (oft geniigt eine einzige) OPW ausreichend, um die Wellenfunktion iiber grofie Gebie-
te des k-Raums darzustellen, wie PHILIPPS und KLEINMAN herausfanden [20] (Abb. 11.6):
der erste Term der Gl. (12.36)

etV >=) " ap_glk —g >, (12.37)
g

eine Entwicklung nach ebenen Wellen, konvergiert schnell; er heifit Pseudo- Wellenfunktion
auf OPW-Basis. Die Differenz zwischen der vollstindigen OPW-Entwicklung und dieser
Pseudo-Wellenfunktion
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Abb. 6.5. Die Modulation der scharfen lokalen Potentiale mit einer ebenen Welle liefert
OPWs: Orthogonalisierte Plane Waves [18].
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PW-Néherung nach [21].

Nummer des reziproken Gittervektors

e >~ >=> apg > |tk><tklk—g> (12.38)
g t
macht das Prinzip der Pseudo-Wellenfunktion deutlich. Um zum Ziel zu gelangen, ndmlich
die Wellenfunktion im Valenzelektronenbereich zu beschreiben, pickt der Projektionsope-
rator |t,k >< t,k| aus der Pseudo-Wellenfunktion alle Funktionen aus dem Core-Bereich
heraus:

|9ppe >= [1 = Itk ><t K[| gt > (12.39)
t

6.4.2.2 Eigenwerte der Energie. Mit der Funktion |y > aus (12.36) schreiben wir
die SCHRODINGER-Gleichung
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H|yr >= Eg|ir>, (12.40)

mit (12.39) also

(H—Ep) [1-) |tk ><tkl| [pp"" >=0 (12.41)
t
oder
(H—Ep)lgpe™" > = (H - Eg)|t,k ><t, k|l > (12.42)
t
Mit (12.22) ergibt sich fiir
Z(H|t,k >= Byt k >, (12.43)
t
wobei H =T + V(r), so da} wir schlieflich
H - (B - Ep)lt,k ><t,k| [hg"" >= Blpg™™ > (12.44)

t

erhalten: Wir haben eine neue SCHRODINGER-Gleichung gewonnen, wenn wir formal einen
Operator

V(k) = (B — Ep)lt,k ><t,k (12.45)

definieren, den wir auf unsere geglitteten Wellenfunktionen |¢8PW> anwenden: Wir bestim-
men in dem Pseudopotential die Wellenfunktion durch Entwicklung nach ebenen Wellen.
Anstelle der FOURIER-Komponenten des tatsichlichen Gitterpotentials V' (r) verwenden wir
nun die des Pseudopotentials V() + V (r) bzw. seines FOURIER- Transformierten.

6.5 Pseudo-Potentiale

6.5.1 Allgemeine Betrachtung
Damit haben wir

e cin effektives Potential, unser Pseudopotential (12.45), wobei wir in dem letzten Aus-
druck

lt,k ><t,k (12.46)

den Projektionsoperator erkennen, der aus glatten Funktion |¢2PW> alle Kompo-
nenten aus dem Bereich der Corefunktionen herausprojiziert.
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e V(r) ist langreichweitig und negativ, der Subtrahend in Gl (12.45) dagegen grofer
ist als Null, da die E; als Core-Zustinde stark negativ sind (Cancellation Theorem
von COHEN und HEINE) [22]. Damit ,sehen® die Valenzelektronen ein gegeniiber dem
CouLomB-Potential wesentlich schwiicheres Potential, und wir sind wieder bei einem
NFE-Modell angelangt. Es verdndert sich radial wesentlich langsamer als das reale
Potential (Abbn. 11.6 + 11.8), so daff eine Entwicklung nach ebenen Wellen schnell
konvergiert. Die Vorschrift in Gl. (12.45) erlaubt zahlreiche Wege, um ein Pseudopo-
tential zu definieren, also ein bestimmtes Energiespektrum zu liefern. Gegenliufige
Forderungen etwa sind:

— V(r) und V(r) sollen sich moglichst gut kompensieren, oder

— die resultierende Wellenfunktion soll méglichst glatt sein, was zur Folge hat, dafl
eine Entwicklung nach ebenen Wellen schnell konvergiert.

e Vs héngt iiber die Core-Funktionen vom Drehimpuls und damit von der Energie
ab und ist ein sog. nicht-lokaler, energieabhéngiger Integraloperator. In den Abbn.
11.7 ist dargestellt, wie unterschiedlich die raumliche Ausladung, und damit auch die
Abschirmung, fiir 3d- und 4s-Elektronen ist, in der Abb. 11.8 die Auswirkungen auf
die Pseudopotentiale. Wenn keine Core-Funktionen mit einem endlichen Drehimpuls
besetzt sind (so, wie in den Alkalimetallen), dann haben wir hier keinen Effekt, d. h.,
das Pseudopotential ist nicht-lokal, wenn [ # 0, also fiir alle Elektronen aufier den
s-Elektronen: s-,p- und d-Elektronen fithlen verschiedene Potentiale!

e Wie aus Abbn. 11.8 + 11.10 ersichtlich, sind die Verldufe der Pseudopotentiale ab
einem bestimmten Abstand r = r. kongruent. Dieser Wert kann frei gewihlt werden,
wobei folgende Beobachtungen gemacht wurden:

— Ist r. zu klein, wird das Pseudopotential zu ,,hart“, und die Funktionen konver-
gieren schlecht.

— Ist . zu grof, wird das Pseudopotential zu ,,weich“, und man kann das Potential
nicht auf andere Systeme iibertragen, beispielsweise innerhalb einer Gruppe des
Periodensystems.

— rc sollte etwas rechts vom letzten Knoten der radialen Wellenfunktion gewéhlt
werden, aber links vom Maximum (Abbn. 11.9/10).

6.5.2 Modellpotentiale

Fiir die Funktion V(k) sind zahlreiche analytische Ausdriicke im Gebrauch, die sich darin
dhneln, dafl die Valenzelektronen im Core-Bereich mehr oder weniger eflizient abgeschirmt
werden. Wir werden uns zwei von diesen ansehen, das empty core-Potential von ASHCROFT
und ein etwas verfeinertes von HEINE und ABARENKOW [22, 26].

6.5.2.1 Potential von ASHCROFT. Das einfachste vorstellbare Potential ist

0, r<re

V(r) = { (12.47)

2
—Zeg[r, >,



6.5 Pseudo-Potentiale 7
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Abb.6.7. Die
0151 ] 4s-Bahnfunktion 1ladt  we-
’ sentlich weiter aus als die
knotenfreie 3d-Bahnfunktion,
%5 0.10f 1 was besonders gut ersichtlich
4 fir das mit dem Volumen-
‘lgr. 0.05L ] element gewichtete Quadrat
' sichtbar wird.
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rla)
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Abb. 6.8. Das Pseudopotenti-
) al ist schwéicher als das Cou-
LoMB-Potential. Bei » = 0
2} i verschwindet die Singularitét.
5 Fiir jedes [ ist das Pseudo-
g | potential verschieden, hier ge-
= zeigt  fiir Molybdéin (nach
= 1 23)).
£ _
>

r [atomic units]

mit V(r) der potentiellen Energie eines Elektrons im Feld eines Z-fach geladenen Ions.
Die Wirkung des Repulsionspotentials ist so zu sehen, dafl das CoULOMB-Potential beim
Wert r. abgeschnitten wird — deswegen ist auch oft vom cut-off-Radius die Rede (Abb.
11.11). Die Ionenriimpfe werden im Gelee der Elektronen versenkt, und es resultiert in der
Né&herung von THOMAS und FERMI
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6 Berechnung von Energiebindern mit Pseudopotentialen

A i
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n — 4T .
rla.u.]
0.0
-0.1
-0.2
-0.3 |
/—i—ZedZ/r'
-04 0—
-0.5
-10 -5 0 5 10
r [bohr]
0,
V(r)

Abb.6.9. Innerhalb des Co-
re-Radius r zeigen die Wellen-
funktionen Oszillationen, jen-
seits davon laufen die Co-
re-Wellenfunktionen und die
Pseudowellenfunktion alle zu-
sammen, innerhalb des Co-
re-Radius gibt es viel Frei-
heit (Kriterien sind Ableitung,
Weichheit ..., nach [24]).

Abb.6.10. ,Wahres“ Poten-
tial und ,wahre“ Wellenfunk-
tion gegen ihre Pseudo-Varian-
ten. Jenseits des Core-Radius
verschmelzen die Wellenfunk-
tionen wie die Potentiale: das
Modellpotential liefert aufler-
halb des Cores die zum wahren
Potential gehorige wahre Wel-
lenfunktion, nach [25].

Abb.6.11. Das empty co-
re-Potential von ASHCROFT:
Unterhalb des Core-Radius
wird das Repulsionspotential
auf Null gesetzt [26].

(12.48)
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Die FOURIER-Transformierte < k + ¢|V (r)|k > von (12.48) ist

Ze%
eo(k2+ k2)
das ASHCROFTsche empty core-Potential, dieselbe algebraische Form wie das YUKAWA-
Potential. Es enthilt aufler dem Core-Radius 7. keinen weiteren anpaflbaren Parameter,
denn kg, der Abschirmparameter, ist durch die Dichte der Valenzelektronen gegeben [27].
Fiir Cu mit einer Elektronendichte von 8,5 - 10%2/cm?® wird ks, = 0,55 A(Abb. 11.12). Tst

V(k) = cos(kre), (12.49)

i i i i i Abb.6.12. Die  Fou-
0.12} - RIER-Transformierte des
I Empty core-Potentials von
0.10¢ . ASHCROFT [26].
— 0.08f .
)
9 3
S 0.06} _
=) !
S 0.04f ]
0.02} .
0.00 1 " 1 " 1 " 1 " 1 "
0 2 4 6 8 10
k [1/A]

es filr quantitative Rechnungen nicht geeignet, ist es dennoch wertvoll bei Abschitzungen
[28]. Es ist ein lokales Potential.

6.5.2.2 Potential von HEINE und ABARENKOW. Ein avancierteres Modell stammt
von VOLKER HEINE und seinen Mitarbeitern. Sie beriicksichtigten mit den unterschiedlichen
Drehimpulsquantenzahlen erstmals, dafl die Kompensation von Kristall- und Repulsionspo-
tential je nach (mittlerem) Abstand der Elektronen vom Kern verschieden sein kann (Abb.
11.13). Dadurch wird dieses Modellpotential nicht-lokal:

Vi) YAl ><1], r<Ru
) =
—Ze%/r, r > Ry,

wobei |l >< | >= P, der Projektionsoperator ist, der aus der Wellenfunktion den Anteil
mit Drehimpuls [ herausfiltert, und die Konstanten Ry und A; an die spektroskopischen
Daten der freien Ionen angepafit wird. Fiir das Na-Atom besteht der Ionenrumpf aus den
ls, 2s- und 2p-Elektronen. Durch Anpassung der Werte fiir Ry und A; ergibt sich aus
dem Zweiteilchenproblem H + V() das korrekte Ionisationspotential des 3s-Elektrons.
Dieses Modellpotential geht in dasjenige von ASHCROFT iiber, wenn Ry; = 7, und die A4;

verschwinden.
Die FOURIER-Transformierte < k + ¢|V (r)|k > von (12.49) ist

(12.49)

ZG% AM

L) cos(kRm) — o2 112 (sin(kRm) — kRy cos(kRm)) . (12.50)

V(k) =
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Abb. 6.13. Das Potential von
HEINE und ABARENKOW ist
ein nicht-lokales Potential: Fiir
verschiedene [ werden un-
terschiedliche Abschirmungen
berticksichtigt [29].



7 Reihenentwicklungen

Die beste Einfithrung der FOURIERsynthese steht im Sommerfeld [33], die
fiir Kugelfunktionen im Jackson [34] und im Joos [35].

7.1 Fouriersynthese

Periodische Funktionen kénnen nach FOURIER aus harmonischen Teilen approximiert wer-
den. Ist die Funktion f(x) definiert im Intervall —7m < x < 7, schreiben wir als Summe

Sp(x) = Ay +Ajcosz+ Agcos2z + ...+ A, cosnz+

+B;sinz 4+ Bysin2z + ... + B, sinnz. (13.1)

Die Ag, By, werden nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt; dabei machen wir

]. ™ 1 ™
M=o / [f (x) = Sp(x)]” dx = — en(x)? dx (13.2)
271— -7 27r —r
durch die Wahl der Ag, B zu einem Minimum:
M 1 /7
__gAk = /F en(z)coskrdr =0,k =0,1,2,...,n, (13.3.1)
M 1 /7
_8—:_/ en(v)sinkzdz =0,k =1,2,...,n: (13.3.2)
0B, 7w/)_.

also gerade 2n+1 Gleichungen zur Bestimmung der 2n+1 unbekannten Koeffizienten. Dabei
wird also jeder Koeffizient einzeln und endgiiltig bestimmt. Die in der nten Nidherung aus
den Gln. (7.3) zu berechnenden Koeffizienten sollen damit auch in der (n + 1)ten Ndherung
beibehalten werden koénnen. Gl. (7.3.1) lautet ausgeschrieben (Grenzen zwischen —m und
+):

Ao/coskxdx+A1/cos:vcosk:vd:v—i—Ag/cos2:vcosk:vd:v+...

+A, / cos nx cos kxdxr = / f(x)cos kx dx. (13.4)
Diese Gleichung gilt wegen der Forderung, dafl die rechte Seite erstens von n unabhéingig sein

soll und zweitens die Koeffizienten A endgiitig sein sollen, auch fiir die n + 1te Niherung;
allerdings haben wir auf der linken Seite nun das zuséitzliche Glied

81
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Apy1 /cos(n + 1)z cos kz dz, (13.5)

was aber GL (7.4) widerspricht. M. a. W.: dieses Glied muf3 verschwinden. Das ist aber
gleichbedeutend mit der Forderung, daf§ cos(n + 1)z orthogonal zu allen anderen cos kz,
und zwar fiir beliebiges n:

cos kxsinlrdz =0, (13.6.1)

ST cos kx coslz dx
= S, (13.6.2)

ST sinkzsinlz dz

was gleichzeitig eine Normierungsbedingung darstellt. Dies wird in den Ubungsaufgaben zu
Kap. 7 gezeigt.

Setzt man die Gln. (7.6.2) in die Gln. (7.2) ein, fallen in den mit S,, gebildeten Integralen
alle Glieder bis auf das kte fort, und wir erhalten die Koeflizientendarstellung von FOURIER:

Ay = % [T f(z)cosksdz
By = L[ f(o)sinksds (=770 (13.7.1)
dazu aber noch das Glied mit k& = 0:
1
4= o f( )da (13.7.2)
2

Aus den Gln. (7.7) ist unmittelbar ers1chthch, daf} bei einer geraden Funktion alle By
verschwinden, und umgekehrt bei einer ungeraden Funktion alle Ag; auch das Glied Ay, das
eine beliebige Ausgangsamplitude darstellt.

Stellen wir f(z) mit den Gln. (7.7) ausfithrlich dar (Grenzen immer zwischen —7 und
7) mit g der zu x komplementiren Grofie:

fl@) = 5 [ f(q)dg+
+ 23°%% [ fg)coskqdg - cos kz+ (13.8)
+ F Y [ f@)sinkgdg - sink,
dann ist mit einem Additionstheorem
fl@) = 5 [ f(q)dg+
+ 2302 [ fg) cosk(z — q) dg,

und der EULERschen Formel fiir den Cosinus

{/f dq+2(/f lkquJr/f ”dq>} (13.10)

ergibt. Wir kénnen nun im letzten Glied in Gl (7.10) die Summation iiber positive &
genausogut iiber negative k laufen lassen, dann aber von —oo bis —1, und damit fiigt sich

(13.9)
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das Glied Ay zwanglos zwischen die positiven und negativen Werte von k ein. So wird
schlieBllich fir f(z)

+oo
f@=5- % [ @ (13.11)

k=—00

Die f(x) konstituierenden Summanden verfiigen damit iiber komplexe Koeffizienten Cy:

_ - ke 1 ~ikq 4
f@)= 3 0= oo [ flge Mg (13.12)

k=—00

selbst wenn f(z) reell ist, und mit den EULERschen Formeln ergibt sich der Zusammenhang
zwischen den Cj und den Ay, By:

%(Ak — lBk), k>0,
F=1 ' (13.13)
§(A\k|+lB\k|)7 k<0,
Da Ay iiber keinen trigonometrischen Term verfiigt, ist
Cy = Ap. (13.14)

7.1.1 Vergleich zur Taylor-Reihe

Wihrend die Genauigkeit der Approxomation bei der TAYLOR-Reihe davon abhingt, wie
genau die Differentialquotienten an einem Punkt bekannt sind, benodtigen wir bei der
FouRrIER-Reihe eine oszillierende Ndherung iiber das ganze Entwicklungsintervall.

Elegant ist die symmetrische Darstellung der beiden zueinander komplementiren Funk-
tionen, indem der Faktor % auf beiden gleichmifig nach

fa) = o= [ pdmdinpte == [~ e )

verteilt wird.

7.2 Kugelfunktionen

Die im Abschn. 2.2 durchgefithrte Multipolentwicklung nach cartesischen Koordinaten soll
hier erginzt werden durch die sphérische Entwicklung, zu der Kugelfunktionen benétigt
werden.

7.2.1 Legendresche Polynome

7.2.1.1 Die erzeugende Funktion. Wir wollen das Potential einer Einheitsladung am

Punkte P berechnen, die sich im Abstand 1 vom Ursprung (allgemein: ro = ¢ + yo + 20)

befinden solle (Abb. 7.1). Der Abstand von der Ladung sei ', dann ist mit dem Cosinussatz:
1 1 1

@:—I: =
r V1+71r2—2rcos?d 1+ 7r(r—2z)

(13.16)
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Abb.7.1. Zur Definition der
erzeugenden Funktion: Man
geht vom NEWwWTONschen Po-
tential aus und verschiebt den

Nullpunkt, hier nach (0,1).

Fiir kleine » konnen wir die Wurzel nach r entwickeln und erhalten eine in Potenzen von r
ansteigende Reihe, deren Koeffizienten die Glieder der LEGENDREschen Polynome sind:*

1 > .
NERTrE = nz:%Pn(z)r : (13.17)

Das ist die erzeugende Funktion der LEGENDREschen Polynome. Als Randbedingungen
fordern wir, dafl

e die Normierungsbedingung

P,(1) =1 (13.18)

gilt, dafl

e fiir das erste Glied

Py(z)=1 (13.19)
gilt, und dafy

o die Koeffizienten P, in jeder Niherung endgiiltig sind. Dazu ist erforderlich, daf} die
Polynome zueinander orthogonal sind, wie das fiir die FOURIER-Reihen gezeigt wurde.
Damit kann jede Funktion im Intervall —1 < z < 1 nach den LEGENDRE-Polynomen
entwickelt werden.

Wir zeigen das fiir die ersten Polynome, indem wir fiir die einzelnen Polynome die
Koeffizienten bestimmen, die Integrale sind in den o. a. Grenzen zwischen —1 und +1 zu
nehmen.

'Dabei wird y = r? — 2rz gesetzt und die Wurzel nach den binomischen Formeln nach 11+y ~
1-— %y + % Byt % : % . %y3 + ... entwickelt (s. Aufgabe 7.2).

:
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7.2.1.2 Py und P;.
/11 PyP;dx =0
mit den Testfunktionen
Py(z) =1ANP(z) =ax+0b:
1

1 2
/ (ax +b)dx = %—i—bx
-1

— 21— (-] +b=0=b=0
L2

Damit ist

P(l)=1=a=1= Pi(z) ==

85

(13.20)

(13.21)

. (13.22)

(13.23)

7.2.1.3 Py, P, und P,. Wir haben nun drei Bedingungen, also benétigen wir drei

Gleichungen:
/P[)PQd.’L‘:O/\/PlpgdLE:O.
Unsere Startgleichungen sind

P0:1;P1:a:r+b;P2:aI2+bz+c.

1

! a 3 by
PyPodx = —x° 4+ —x° + cx
_1 3 2 _

Daraus folgt

2
?a+2c=0=>c=—§.

1

1 2 2
2ab b
/1 P Pydr = aZ:LA—i- %LE3+(§ + %):1:2—#01):10

)
—1

! 2 2ab b2 2 2ab b2
/PIPQC].:L':(az+i—|——+%+cb>_(a__i+_+%_cb

4 3 2 2

Mit ¢ = —% folgt

(13.24)

(13.25)
(13.26.1)
(13.26.2)
(13.27.1)

) . (13.27.2)

(13.27.3)

(13.27.4)

(13.27.5)
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Mit der Normierungsbedingung P»(1) = 1 folgt

3 1 3 1 1
P = (-2 ) =22 — === (322 -1). 13.2
2 (2) 2<:r 3> 50— 5 =5 (8" 1) (13.28)
Da nach Voraussetzung z = cos ¥, ist
1 2
Py(cos ) = 5 (3cos®9¥ —1), (13.29)

in dem wir den winkelabhéngigen Anteil der d,»-Funktion wiedererkennen. Das Polynom
mit der verdnderlichen cosd als Argument wird Kugelfunktion genannt.

Damit haben wir die Koeffizienten der Entwicklung von (7.17) in Potenzen von r er-
mittelt. Die héheren Glieder lauten

5 3
P =_—g3 - = 13.
3(2) = 527 — 5, (13.30)
35 15 3
P — 4_ T2 . 13.31
2 () g7 A g ( )

Die P, sind gerade, die Ps,+1 sind ungerade Polynome mit lauter rationalen Koeffizienten
(s. Abbn. 7.2).

1.00 —— . . . 1.00
0.75} ] 0.75¢
0.50} . 0.50r
= 025} - = 0.25¢
T oy
0.00 § 0.00}
-0.25} . -0.25}
_05 1 1 i 1 L _050
8.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0

X S

Abb. 7.2. Die ersten LEGENDREschen Polynome gegen = und gegen cos 9.

7.2.1.4 Rekursionsbeziehungen. Die Gleichung (7.17) lautet ausgeschrieben:

1

= Py(z) + Pi(z)r' + Py(z)r? + ... + Py(z)r" + Ppyr(z)r™th, (13.32)
1+ r(r—2z)

aus der sich durch Differenzierung nach r

r—TrT

V14 r(r—2z)

= Py(x) + 2rPy(z) + ... +nr" 1Py (z) + (n 4+ 1) Pyyy (x)r™  (13.33.1)
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oder

L — (Pi(&)+2Pa(&)r + ...+ P (@) o+ (n 4 1) Py (2)r™) (147 (r — 2))
1+ r(r—_2z)

(13.33.2)

ergibt. Entwickelt man links nach Potenzen von r, ergibt sich eine Rekursionsbeziehung

zwischen P,_1, P, und P, 1:

(x —7r)(Py(z) + Pi(z)r + ...+ Py(z)r™ + Py (z)r™th) =
(PL(z) + 2P (z)r! + ... + nPy(z)r™ ' + (n + 1) Pyyr (z)r™) (1 + r(r — 22)).
(13.33.3)
Sortiert man nach gleichen Potenzen von r, erhélt man nach etwas umstandlicher Algebra

(2n+ 1)zP,(z) =nPy_1(z) + (n + 1) Pyy1(z), (13.34.1)

entsprechend bei Differentiation nach x:
(20 + D) Pu(a) = Py (@) — Poy (@), (13.34.2)

7.2.1.5 Formel von Rodrigues Die LEGENDREschen Polynome kénnen auch direkt
aus der Formel von RODRIGUES gewonnen werden:

1 d o,

— l

Fi(z)

Insbesondere folgt hieraus auch fiir jeden Grad P,(1) = 1.

7.2.2 Zugeordnete Legendresche Kugelfunktionen

Unter Kugelfunktionen des Grades [ und der Ordnung m wollen wir die (normierten) LE-
GENDREschen Polynome verstehen, deren Argument die Cosinusfunktion ist:
O] (cos V) = C"P™. (13.36)
Ihre Differentialgleichung ist mit x = cos ¢
d do m?
—((1=-2*)— (l+1)———]©0=0 13.37
S (a-a2)+ (-5 ) oo, (13.37)

sie heift allgemeine LEGENDREsche Differentialgleichung, und ihre Lésungen sind die zuge-
ordneten LEGENDREschen Polynome. Mit m? = 0 erhilt man die LEGENDREsche Differen-
tialgleichung, und es ergeben sich die LEGENDREschen Polynome:

% <(1 ~ xQ)g> i +1)0 = 0. (13.38)
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7.2.3 Zugeordnete Kugelflichenfunktionen
Unter den zugeordneten Kugelflichenfunktionen oder spherical harmonics verstehen
wir das Produkt aus einer Kugelfunktion ©]" und einer trigonometrischen Funktion

®,, (s. Tab. 13.1):

V" = 07" (0) @ (yp). (13.39)

Tabelle 7.1. Zugeordnete Kugelflichenfunktionen Y, ().

RECRD)
-
0 Y =0
1| Y =/ cos¥
1] Y =—/Esing e
2|3 = /2 Geoso - 1)
2| Y5 =4/ L sind cosd)eH?
2 | Y57 = /22 sin? ) e*20

7.3 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 7.1 Zeigen Sie, daf§

dl+m !
- dxl-l-m (1‘2 1) (1)
die Gleichung
(1 — 23" —2x(m+ v’ + (1 +1) —m(m+1))u=0 (2)
16st!
Losung. Die Funktion
v= (2% —1) (3)
gehorcht der Gleichung
(1- x2)j—; 4+ 2ly =0 (4)
—(1-— 372)3—; = 2xlv, (5)



7.8 Aufgaben und Lisungen

d
(2% — l)d—v = 2zlv,
T

Variablentrennung:

2 =1 v
2udr — dv’

/2xldx_ @
x2—1 v

[Injz® =1 =lnjy|=2*-1=v.

Differenziert man Gl. (2) (I +m + 1)-mal und setzt

dl—l—m

,U(l+m) o

~ daltm (2% = 1) = w,

so erhdlt man die Urfunktion
d
(—D@Q—Da%+2ﬂv:&
aus der als Ableitungen folgen:
7.3.1 Ableitungen
1. Ableitung: [,m =0

2
(l—xZ)d—v—2x%+2l <v+x%> =0

dz? dz dz
d?v dv
1—a?)—r — 20— =
( %) da? dxz 0

3. Ableitung: | =2,m =0

(1—a7)

d*v B d3v d%v d3v d?v 2d21) d?v
dz? dz? daz? dz? dz?

89

(10)

(11)

(12)

(13)

(13)

(14)
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[. Ableitung: 1 =1,m =0

dl+2,U dl—l—l,U dlU
2 _
(]_—.’E )dl‘l+2 —2.’del+1 +l(l+1)@—0
[+1. Ableitung: | =1,m =1
dl+3v dl+2v dl—i—lv
2 _
(1—.1')dxl+3—4.’del+2+(—2+l(l+].)m—0
[+ 2. Ableitung: | =1,m =2
di+y d+3y d+2y
2 _
(1—.1')dxl+4—6.’del+3+(_6+l(l+].)m—0
[+ 3. Ableitung: l =1,m =3
d“*oy d+ty 43y
2 _
(]_—.T )dxl+5_ .’del+4+(—12+l(l+1)m—0
[ +4. Ableitung: l =1,m =4
dl+6v dl-l-BU dl+4v
2 _
(1—g;)dxl+6— xdxl+5+(—20+l(l+1)dxl+4_0.

daraus ergibt sich

—dr=-2x(1+1) & —2z(m+1),m=1,
—6r = 2x(2+1) <> 2zx(m+1),m =2,

—10x = —2z(4+1) <> —2z(m+1),m = 4;

ausBerdem

m=1:=24+1(+1),
m=2:—6+I1(+1),
m=3:—-124+1(+1),

m=4:-204+1(l+1);

(18)

(19)

(20)

(21)

(22.1)

(22.2)

(22.2)

(23.1)

(23.2)

(23.3)

(23.4)

allgemeiner: —2, —6, —12, —20 sind Glieder der Folge < —m?*—m >=< —m(m+1) >,

was man mit [({ + 1) als binomische Formel
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—mm+1)+I1(l+1)=(+m+1)(—m) (24)

schreiben kann, und mit GI. (10)

dl—l—m

'U(l+m) — dxl+m (.TZ - ].)l = (10)
konnen wir Gl. (11) schreiben als
(1 —2®)u] —2z(m+ Vu) + (1 +1) —m(m+1)u; =0 (2)

Daher miissen die Funktionen v der Gl. (1) und u; der Gl. (10) einander proportional
sein:

u = const - uy. (25)
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7 Reihenentwicklungen



8 Elektromagnetische Masse

Im folgenden Kapitel soll, nachdem wir einige Grundlagen rekapituliert ha-
ben, eine der Schwierigkeiten etwas genauer beleuchtet werden, denen sich
die Physiker am Beginn des 19. Jahrhunderts ausgesetzt sahen. Sie lehnt sich
eng an die Darstellung im Kapitel 28 des 2. Bandes der FEYNMAN Lectures
und das letzte Kapitel im JACKSON an.

8.1 Die Feldenergie einer Punktladung
Die Energiedichte eines elektromagnetischen Feldes ist im Vakuum gegeben durch

1
u=g (20E” + poH?), (16.1)
im elektrischen Feld allein (Ladung in Ruhe):
1

u = 550E2. (16.2)
Das elektrische Feld einer Punktladung () ist
1 Q
E=—— 16.3
dreg 2’ (16.3)
damit
Q2
=—. 16.4
Y 32m2egr?t ( )

Damit ergibt sich die gesamte Energie U, wenn man iiber das Volumenelement 47r?dr
integriert:

s dr (16.5)

S8megr?

o0
Udlec = / w - Arrdr =
a

a

wobei a der Radius der Kugel sei, auf der die Ladung gleichmé&Big verteilt ist, so dafl
man erhilt:

1 Q%1

Uelec - 547’(’8 aa
0

(16.6)

93
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dr

rsi
o

Abb. 8.1. Das bei der Integration benédtigte Volumenelement 2772 sin ©dOdr-.

was solange ein zufriedenstellendes Ergebnis ist, bis a — 0. Zwar handelt es sich um
die Energie selbst, die ruhig sehr grof§ sein kann (man denke an mc?!), aber wenn sich
herausstellen sollte, dafl diese Gleichung auch fiir Energieinderungen zutrife, kimen
wir in Schwierigkeiten.

8.2 Der Impuls einer bewegten Ladung

Genauso, wie ein Feld Tréger von Energie ist, besitzt es auch einen definierten Impuls
einer bestimmten Dichte g, die aus dem POYNTING-Vektor resultiert (s. Aufg. 16.3):

1 1
g=—5S=cExB=gEXxuH=—ExH, (16.7)
c c
was mit der aus dem FARADAYschen Gesetz folgenden Beziehung
vxX FE
B = = (16.8)
fiir den Betrag von g in Richtung von v
g="2Esin0 (16.9)
c

ergibt; hier ist das Volumenelement ein Ring (Abb. 16.1) 27r? sin ©dOdr, womit der
gesamte Impuls

=00 O=7
p= / / 0% B2 sin® ©2772 sin ©dOdr (16.10)
r=0 Jo=0 C
wird. Das Integral ist

/sin3 OdO = —cos © + '/ cos® © + const, (16.11)
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so daf} sich fiir den Impulsintegral in den Grenzen © = 0 und 7 schlielich ergibt (4j3):

8megv 2 2
P=—5 /E redr. (16.12)
Dieses Integral (Gl. 16.1) haben wir gerade gelost; es ist mit £ = #: %
2 Q° v
= - —. 16.13
p 3 4meq ac? ( )
Losen wir uns von dem SI-Faktor und schreiben
Q* >
16.14
477'80 €o, ( )
2 e
=250y, 16.1
P=35Y (16.15)

Der Impuls ist proportional der Geschwindigkeit! Also ist der Faktor dazwi-
schen die (oder zumindest eine) Masse:

2 el
Melec = g bR

16.16
” (16.16)

8.3 Ist alles elektromagnetische Masse?

Annahme: es gibt keine mechanische Masse; alle Masse ist elektromagnetischer Natur,
dann ist mit m, der Elektronenmasse

2 e%
= - 16.17
“ 3 mec?’ ( )
wobei
2
€o
= 16.18
7o mec2 ( )

der sog. klassische Elektronenradius ist und einen Wert von 2,82 x 107! ¢m hat,
also 10 ppm des Atomdurchmessers.!
LORENTZ fand bereits vor EINSTEIN, daf die Gl. (16.15) um den Faktor

(16.19)

bei Anndherung an die Lichtgeschwindigkeit erweitert werden mufl:

'Der Grund, warum ry und nicht @ als Radius bezeichnet wird, hat historische Griinde, die
hauptsiichlich in den unterschiedlichen Maf}systemen liegen (elektrostatisches und elektromagneti-
sches cgs-System, ein System, das diese beiden verband, und das Heavyside-System).
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2 el v
=-— . 16.20
P=3-3 = (16.20)

Einige Jahre spiiter lag auch die EINSTEINsche Formel E = mc? in der Luft,
und es ergab sich fiir Elementarladungen folgende Diskrepanz (in Gl. (16.6) muf
dazu einfach Q?/4meq durch e? substituiert werden, und Gl. (16.17) in GI. (16.21)
eingesetzt werden):?

1e?
Uelec - 5;0; (1621)
2 e%
Melec = g@ (1616)
3 2 2
Uedlec = Zmelecc statt £ = mc*, (16.22)

ein dhnliches, aber dennoch ungleiches Resultat (s. a. [30]).

Angenommen, das Elektron wire ein klassisches Teilchen, vielleicht eine Kugel,
auf deren Oberfliche die Elementarladung verteilt wére, so wiirde es zweifellos Ener-
gie kosten, die Kugel vor dem Zerplatzen zu schiitzen. Diese nicht-elektrostatischen
Krifte, die dhnlich wirken sollten wie die Oberflichenspannung eines fliissigen Trop-
fens, wurden nach ihrem Entdecker POINCARE-Krifte genannt, und damit war klar:
die Materie konnte nicht vollstédndig elektrodynamisch erkldrt werden.

8.4 Das sich beschleunigt bewegte Elektron

Offensichtlich ist das Problem die endliche Ausdehnung des Elektrons, wodurch bei
einer Beschleunigung sich dndernde elektrische und magnetische Felder entstehen, die
andere Teile der Ladungskugel retardierend, d. h. zeitabhéngig verzogert, beeinflussen.

2Dabei ergibt sich die EINSTEINsche Formel durch Entwickeln des Nenners von

mo

also
1o
m & mo 1 + 55 y
damit wird fiir die Differenz Am
Lo
Am:m—mozmo-§ﬂ ,
was nach Multiplikation mit ¢? in
Amc? = %Uz

iibergeht: Am c? ist die zusétzliche kinetische Energie der Partikel.
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Abb. 8.2. In einem beschleunigten Elektron (re.) treten im Gegensatz zu einem ruhenden
Elektron (lks.) retardierende Kriifte auf (sog. PLANCKsche Strahlungsdimpfungskraft).

Man spricht von der ,Kraft des Elektrons auf sich selbst®. Selbst wenn das Elektron
,masse“los wire, miifite diese magnetische Feldenergie aufgebaut werden, die der
Beschleunigungsarbeit 20 entspricht. Wird das Elektron wieder angebremst, bewirkt
die Schwichung des Magnetfeldes, dal das Elektron nach dem Induktionsgesetz noch
weitergetrieben wird (was mechanisch der Trégheit entspricht). Diese Kraft heifit
Prancksche Strahlungsddmpfungskraft, und wir erhalten bei einer auf einer Kugel-
oberfliche homogen verteilten Elementarladung eg
2 et d?z  2e2d’x

- 0" _ Z0=-="_. 16.23
3act dtz2 3¢ de3 + ( )

e im ersten Term (Beschleunigungsterm) ist offenbar die elektromagnetische Mas-
se aus Gl. (16.15) enthalten (bei Annahme einer sphérischen Ladungsverteilung
ist dieser Faktor %4, sonst sind andere Faktoren einzusetzen).

e Der Diampfungsterm beriicksichtigt, daf nach Term (1) beschleunigt bewegte
Ladungen elektromagnetische Energie abstrahlen; er ist unabhingig von der
angenommenen Verteilung der Ladung und auch vom Elektronenradius, denn
je punktformiger die Ladungsdichte und ihre Verteilung, um so geringer die
unterschiedlichen Einfliisse auf andere Teile der Ladungskugel.

e Lassen wir die Kugel schrumpfen, ist das ohne Belang fiir die Riickwirkung,
jedoch wird der Beschleunigungsterm singulér!

Auf Grund der Abstrahlung ist die Beschleunigung, die eine bestimmte Kraft
verursacht, auf eine Ladung der Masse m geringer als auf eine neutrale Kugel glei-
cher Masse; daher ist der Dampfungsterm vom Beschleunigungsterm abzuziehen, und
die abgegebene Leistung ist gleich der im Zeitintervall aufgenommenen Energie. Im
Groflien wird das als Antennen- oder Strahlungswiderstand bezeichnet, und wir er-
klaren das mit dem Einflu} der gegenphasig aufeinander wirkenden Stréme. Aber fiir
eine einzelne Ladung, die ins Vakuum abstrahlt?
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Eine periodisch angeregte Ladung strahlt elektromagnetische Leistung ab nach

dE o 2 (60.’%)2

dt 3 3
und da Leistung neben Energie/Zeit auch als Kraft - Geschwindigkeit definiert ist,
setzen wir mit Gl. (2.83) an:

, (16.24)

dE de 2 ¢e d?zdx  26eid’zdx
— =F—=—=—-———-=——+4... (16.25)
dt dt  3ac?dt? dt 3¢ de® dt

Im Produkt der ersten und zweiten Ableitung erkennen wir nach der Produktregel
der Differentialrechnung

d (de\? _dod’
dt <dt> =23 e (16.26)
die kinetische Energie '4ma? und deren zeitliche Anderung, der zweite Term in GI.
(16.26) ist jedoch verschieden von der rechten Seite der Gl. (16.24). Der Unterschied
liegt darin, dafl Gl. (16.24) fiir die Abstrahlung einer schwingenden, also periodisch
angeregten, Ladung abgeleitet wurde, wihrend Gl. (16.26) allgemein gilt. Die sieht
man leicht, indem man auf Gl. (16.26) ebenfalls die Produktregel anwendet:

d [dzd?x d?x  dx 3z

T (aﬁ> 2wt aa (16.27)
so daf

ded®x d [(dxd?x d%x

L e 16.28

& df (dt dt2> ar2 (16.28)

Der zeitliche Mittelwert des ersten Terms ist fiir eine periodische Bewegung Null,
der zweite Term ist als Quadrat immer positiv, also auch sein Mittelwert. Fiir eine
periodische Bewegung féllt damit ausgerechnet der Démpfungsterm weg, der einer
der Triumphe der LORENTZschen Strahlungstheorie war.

Aus dieser Sackgasse

e Was passiert bei r = a?
e Was ist, wenn das Elektron punktférmig wird?

e Aber ein Teil, vielleicht der wesentliche Teil, der Materie muf} elektromagneti-
scher Natur sein!

fand man bis heute nicht heraus. Losungsansétze existieren von

e M. BORN: nichtlineare MAXWELL-Theorie,
e P.A.M. DIRAC: keine retardierenden, sondern fortschreitende Kréfte,
e R.P. FEYNMAN: Quantenelektrodynamik,

e . Borpr: nichtlokale Theorie mit Vierervektoren.
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Tabelle 8.1. Eigenschaften von Elementarteilchen (Am ist der Massenunterschied zwischen
dem geladenen und dem vergleichbaren neutralen Elementarteilchen).

Teilchen | Ladung | Masse | Am
eo [MeV] | [MeV]

n 0 939,5
p +1 | 9382 | —-1,3
™ 0 135,0
™ +1 | 139,6 | +4,6
K 0 497.8
K +1 | 4939 | —3,9
) 0 |1191,5
) +1 | 11894 | —2,1
) ~1 | 1196,0 | +4,5

8.5 Elementarteilchen

Wir miissen also auf die Suche nach Partikeln gehen, die gleich oder nahezu gleich
schwer sind, aber einmal geladen sind und einmal neutral. Aus der Beobachtung der
unterschiedlichen Eigenschaften miifite eine Antwort auf die Frage nach der elektro-
magnetischen Masse mdoglich sein.

In Tabelle 16.1 sind die Eigenschaften einiger Elementarteilchen aufgelistet. Wie
wir wissen, werden die Nucleonen durch die starke Wechselwirkung zusammengehal-
ten, die um ein Vielfaches fester als die elektrostatische Abstoflung ist.

Nehmen wir als erstes Neutron und Proton: fast die gleiche Masse, aber einmal
neutral, einmal Ladung +1; die Restenergie (E = mc?) ist 1,3 MeV, was ungefiihr
2,6 Elektronenmassen ist. Jedoch ist das Neutron nicht leichter, sondern schwerer als
das Proton.

Dagegen verhalten sich die m-Mesonen genau im erwiinschten Rahmen. Die Rest-
energie von 4,6 MeV konnte also elektromagnetischer Natur sein; sie wiirde einem
Radius zwischen 3 und 4 - 107 cm entsprechen, wenn wir die untere Grenze des
Integrals fiir die Energie des Feldes genau dorthin legen.

Vermutlich ist die Struktur des Neutrons auch wesentlich komplizierter; zumin-
dest 148t die Tatsache, dafl Neutronen zwar nach auflen neutral, aber dennoch ein
magnetisches Moment haben, darauf schlieflen.

e Die MAXWELLsche Theorie sagt die Existenz einer elektromagnetischen Masse
voraus, aber es ist nicht moglich, eine konsistente Theorie aufzustellen.

e Es gibt experimentelle Hinweise auf die Existenz einer elektromagnetischen Mas-
se.

e All diese Massen erweisen sich als in der Gréflenordnung der Elektronenmasse
liegend.
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Andererseits weist das Elektron nach allem, was wir heute experimentell wissen,
keine Substruktur auf.

Und wir verstehen nun, warum es LORENTZ gelang, aufgrund der Hypothese
der elektromagnetischen Masse die richtige Formel zu finden. Er fand ndmlich vor
EINSTEIN, dafl die MAXWELL-Gleichungen nach der nach ihm benannten Metrik
invariant sind. Auflerdem gilt die Beziehung fiir die relativistische Masse nicht nur
fiir geladene Teilchen, sondern fiir alle Teilchen.

Das vorldufige Ende dieser Diskussion wurde mit der von H. DAviD PoLiT-
ZER, FRANK WILCZEK und DAVID J. GROSS begriindeten Quantenchromodynamik,
QCD, geschrieben. Danach bestehen zwischen den unbeobachtbaren Unterbausteinen
der Elementarteilchen, den sog. Quarks, Krifte, die man auch als Klebekrifte, sog.
Gluonen, bezeichnet. Quarks ziehen sich um so stirker an, je weiter man sie vonein-
nader entfernt, wihrend die Wechselwirkung bei kleinen Absténden am schwichsten
ist. Charakteristikum dieser Kraft ist die asymptotische Freiheit, die oft mit einem
Gummiband verglichen wird — POINCARE lif3t griifien: Je stirker man zieht, desto
stiarker wird der Widerstand.

Nach der QCD erhalten die Quarks zusétzlich zur elektrischen Ladung noch eine
Farbe: rot, blau oder griin. Nur, wenn bei der Verbandelung , weifl* oder ,neutral®
herauskomme, konnten sich die Quarks zusammenschlielen, z. B. zwei up-Quark und
ein down-Quark ergeben ein Proton.

8.6 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 8.1 Die Energiedichte eines geladenen Plattenkondensators ist '4oD - E,
was man bei Proportionalitit zwischen D und E oft schreiben kann als D = gocE.
In normaler Atmosphire tritt oberhalb von 2,5 - 10° V/m Funkeniiberschlag auf.
Welche Energiedichte hat das elektrische Feld (¢ = 1)? p = 27,5 J/m?.

Aufgabe 8.2 Berechnen Sie die Beschleunigung einer kugelférmigen, perfekt absor-
bierenden Partikel mit einem Radius von 107* c¢m und einer Dichte von 2 g/cm?
durch den Strahlungsdruck des Sonnenlichts, wenn es sich in einem gut evakuierten
Glasgefil befindet. Die Solarkonstante ist 1,4 - 107" W/cem?, der Druck ist p = I /c.

Losung.

I -

N

I
F=ma=-A=a=
c

(1)

s

a=0,175-10"2 m/sec’. (2)

Aufgabe 8.3 Zur Eichmessung, um den Strahlungsdruck der Sonnenphotonen zu
messen:
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e Wie grof} ist die auf eine perfekt reflektierende Fliche von 1 m? Anzahl von
Photonen, die dort senkrecht auftreffen, von

— einem Laserstrahl (A = 656 nm, P =5 mW)

— einer ebenen elektromagnetischen Welle aus einem Magnetron (2,45 GHz,
A=12,25cm, P =5 mW)?

e Wie grof} ist die mittlere Kraft auf die Platte?
Losung. Die Anzahl der pro Sekunde auftreffenden Photonen n ist nach I, Kap. 1
gleich dem Quotienten aus Strahlungsleistung und Photonenenergie:

ne £ _ P
hw o he/\

(1)
Das ergibt folglich fiir

e 656 nm: 1,64 - 10'%/sec;

e 12,25 ¢cm: 3,06 - 10%! /sec.

Bei senkrechtem Einfall ist der Kraftstof§ wegen Impulsumkehr

h

was mit Gl (1)
— 2h 2P
F = _— = —
" A c
ergibt. Da die Geschwindigkeit beider Wellen ¢ ist, ergibt sich fiir

F=0,33-10"""N. (4)

Aufgabe 8.4 Zeigen Sie, daf} die Kontinuitdtsgleichung der Energie eines elektroma-
gnetischen Feldes (2) sich von der Kontinuitétsgleichung fiir die elektrische Ladung
(1) sich algebraisch und physikalisch unterscheidet durch einen Term E - j:

dp )
P _vy. 1
ot J (1)

ou
——=V-S+E-j! 2
ot J 2)

Zeigen Sie weiterhin die Identitdt von

S =FE x B! (3)
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Losung. Die Ergénzung des Stromgliedes in der 3. MAXWELLschen Gleichung erlaubt
es uns, einen Ausdruck fiir die Energie eines Strahlungsfeldes zu finden. Insgesamt
gesehen, muB die Anderung der Energiedichte eines elektromagnetischen Feldes gleich
der Summe aus der Ergiebigkeit des Energieflusses sein, der aus den Winden tritt,
die die Quelle umschliefen, + der Anderung der kinetischen Energie der Teilchen, die
durch die Arbeitsleistung des elektromagnetischen Feldes an den Teilchen entstanden
ist. Dabei leistet nur das elektrische Feld Arbeit, nicht dagegen das Magnetfeld, da
die Kraft, mit der ein Magnetfeld auf ein Teilchen wirkt, immer senkrecht auf dessen
Geschwindigkeit steht. Die zeitliche Anderung des Impulses ist
dp

F—dt—€0E+€UUXB, (4)

und die Anderung der kinetischen Energie T' = p?/2m,, ist

dr Y. (5)
ar D,
bzw. mit Gl. (4)
dT
E = 60’UE, (6)
und auf das Volumen bezogen mit
J = €nu = pv (7)
1dT
—— = E=j3 -E.
vap = e J- (8)

Damit ergibt sich aus Gl. (2)

aat/ud\/ /v SdV+/E jav (9)

bzw. mit dem GAUSSschen Satz

gt/udv yfs dA+/E jav. (10)

Da dieses fiir jedes Volumen gelten muf, konnen wir die Integrale fortlassen und
gelangen zur differentiellen Form der Energieerhaltung fiir elektromagnetische Felder:

ou ou
5 =~V STEj=Ej=-5-V-5 (11)

Die linke Seite ergibt sich durch Bildung des Skalarproduktes aus der 3. MAXWELL-
Gleichung mit E:

D

zu
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. 0
E-g:sOCZE-[VxB]—%Oa(E-E). (13)
Kiimmern wir uns um den ersten Term auf der rechten Seite, der durch Umstellen

von

E .|V x B] (14)
iber

IV x B]-E (15)

V- [B x E] (16)

wird, das nach Gesetzen der Vektoralgebra als Linearkombination geschrieben werden
kann nach

V- [BxE|=|VxB|-E—-|VxE|-B, (17)
woraus fir den ersten Term wird

VxB|-E=V-[BxE|+|VxE|B. (18)

Setzen wir in den zweiten Term auf der rechten Seite die 4. MAXWELL-Gleichung ein,
konnen wir schliellich

10
[VXB]-E:V-[BXE]—ia(B-B) (19)
schreiben, so dafl wir fiir E - 5 schliefflich erhalten:
. 10 o 0
E - j=c¢c|V- BxE]|--=—(B-B)|-—=(E-E 2
was eine Identitdt zu Gl. (13) dann ist, wenn
S = ¢y ’[E x B] (21)
und
€0 £0C?
u:E(E-E)—I—T(B-B). (22)

Der Vektor S wird nach seinem Entdecker POYNTING-Vektor genannt, und v ist die
Dichte des elektromagnetischen Feldes.



104 8 Elektromagnetische Masse

Aufgabe 8.5 Wenn die von einem Eichsender abgestrahlte ebene Welle eine Bestrah-
lungsstéirke von 1 W/m? hat: wie grof ist die Amplitude der elektrischen Feldstéiirke?

Losung. Die mittlere Stromdichte der Energie ist

— W
und der POYNTING-Vektor ist
S=FExH. (2)

Im Vakuum sind E und H gleichphasig, auflerdem ist

1
| Bl=— | El, 3

also
|B|: vV EOHO |E|, (4)

€0
Ho
damit also fiir den Betrag des POYNTING-Vektors:

| H|= | E, (5)

€0

| S1=
Ho

| B[ (6)

Bei einer ebenen Welle ist der zeitliche Mittelwert sin® wt = Y, damit

— 1 (& .5 .V
== |2 EPr 27—
[ST= 5/ | BT (7

Aufgabe 8.6 Nach dem GAusSschen Satz nimmt die Intensitéit eines Flusses mit
1/r? nach auBen ab, z. B. magnetischer Fluf und Fluidichte: ® = ¢ B 27 r dr = Brr?.
Begriinden Sie, warum in der Nahzone eines Strahlungsfeldes, in dem man die Wellen

als Kugelwellen betrachten kann, die Amplituden der beiden Feldvektoren nur mit
1/r abfallen!

Losung. Die Intensitit einer Welle ist dem Quadrat der Feldstérke proportional (s.
Gl. (6), Aufg. 3.4).

€0
Ho

Da die Intensitit aber gleichzeitig mit dem Quadrat der Entfernung abnimmt, geht
die radiale Variation der Feldstirke aber nur mit 1/7.

| S|= | E|. (1)
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Aufgabe 8.7 Die Solarkonstante betrigt in der Sahara S = 1,4 x 10> W/m?. Wie
hoch ist dort der Strahlungsdruck auf eine perfekt absorbierende Platte? Verwenden
Sie die DE BROGLIE-Beziehung zur Ermittlung!

Losung. Wir verwenden die Gln. aus Aufgabe 3.2. Dort hatten wir gefunden, daf
die mittlere Kraft mit der Strahlungsleistung zusammenhingt iiber

2 2P
F=n"—="" 1
= (1)

hier ist aber kein perfekt reflektierendes, sondern ein perfekt absorbierendes Sub-
strat vorgelegt. Damit ist die mittlere Kraft nur halb so hoch, damit also der Druck
entsprechend iiber p = F'//A nach

: (2)

eingesetzt 4,7 pPa.

Aufgabe 8.8 Bestimmen Sie nun den klassischen Elektronenradius aus der Ru-
heenergie des Elektrons und dem Ansatz einer auf der Oberfliche einer Kugel
gleichmifig verteilten Ladung.

Losung.
Die Energiedichte eines elektromagnetischen Feldes ist im Vakuum gegeben durch

1
u = 5 (€0E2 + /L()HQ) R (].)
im elektrischen Feld allein (Ladung in Ruhe):
1

= —&oE2. 2
u 260 ( )
Das elektrische Feld einer Punktladung () ist
1 Q
F=—— 3
Arey r?’ 3)
damit
QZ

= . 4
“ 3272eyrt (4)

Damit ergibt sich die gesamte Energie U, wenn man iiber das Volumenelement 47r2dr
integriert:

- LZdr (5)

S8megr?

o0
Uglec = / w - Arrdr =
a

a

wobei a der Radius der Kugel sei, auf der die Ladung gleichméBig verteilt ist, so dafl
man erhélt:
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1 Q1

Uelec - 3 )
247meg a

(6)

was mit der Ruhenergie £ = moc? und fiir Q = e

Uelec -

= myc (7)
ergibt. Also ist der klassische Elektronenradius

el e2 1 1
Tkl — =

— -15
T Breomo® | 2 dmey Mgl =g =2,8-107"7" m. (8)

Aufgabe 8.9 Bestimmen Sie schliefilich den klassischen Elektronenradius aus der
Ruheenergie des Elektrons und dem Ansatz einer homogen im Volumen einer Kugel
verteilten Ladung.

Losung. Zu der im Auflenraum gleichen Feldenergie kommt jetzt noch ein Beitrag
hinzu.

1 R
€= /ud3x = 550/ E?(r) 4nr®dr, (1)
0
mit
1 €
= ——r
dreg ad’

wenn a der Radius der Kugel ist. Also wird aus (1)

1 1 ¢

S E*(r) 4mr*d 3
£ > Tnes a6/0 (r) 4mr=dr, (3)

2 a

o 4
= d 4
: 877'80/0 " " ( )
also

1 e 1
— —. 5
58meg a (5)

Damit ergibt sich ein geringfiigig anderer Wert:

3¢2 1 1
Tkl = —— .
5 dmeg moc?




9 Dipole

Im ersten Teil werden wir uns mit dem statischen Dipol beschiftigen und die
Ahnlichkeit der Feldverteilung mit den winkelabhiingigen Atombahnfunktio-
nen erkennen. Dabei wird mit der cartesischen Multipolentwicklung gearbei-
tet. Im zweiten Teil geht es um die Abstrahlung elektromagnetischer Strah-
lung von bewegten Ladungen, die unvereinbar sind mit einem dynamischen
Atommodell nach RUTHERFORD. Weiterhin 16sen wir noch die Gleichung fiir
die PLANCKsche Strahlungsddmpfungskraft, die fiir die urspriingliche Her-
leitung des Schwarzen Strahlers erforderlich ist und auch in der Theorie
des Lasers bei der Absolutbestimmung der EINSTEINschen Koeffizienten ei-
ne wichtige Rolle spielt. Schliefilich werden das Nah- und das Fernfeld eines
strahlenden Dipols untersucht.

9.1 Dipolpotential

Unter Verwendung der aus der Elektrostatik bekannten Gleichungen

o)=Y L (18.1)

47'('80 15

bzw. fiir eine Ladungsdichte

47T€0 T12

D(r)) = ! /p(2)dv2 (18.2)

wird fiir zwei Ladungen +@ und —(@), die um d voneinander getrennt sind, das Po-
tential an der Stelle (z,y,2) (Abb. 18.1):

1 +Q —Q

2@, y:2) = VIG—(hiE+ 2+ et ChaP+ 2+ 5

(18.3)

Dieser Fall eines Ladungsensembles ist wichtig fiir das Potential zweier gegensétz-
licher Ladungen, die um einen Abstand getrennt sind, der klein ist gegen die Entfer-
nung, an der das Potential bestimmt wird. Man spricht von einem Dipol, z. B. Wasser
oder Ammoniak, aber auch der HERTZsche Dipol, der zur Abstrahlung von Rund-
funkwellen benutzt wird.

107
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Abb.9.1. Das elektrische
™~ Feld an der Stelle P(z,y,z)
‘y//y\ eines weit entfernten Dipols
" X i, der aus zwei Ladungen
y 4+ep und —ep im Abstand d
besteht.

N

9.1.1 Approximatives Dipolpotential

Fiir den Fall, daf die beiden Ladungen immer niher aneinanderriicken, so dafi d —
0, loschen die Ladungen sich aus, und das Potential verschwindet. Fiir sehr kleine
Absténde (r > d) allerdings kann man Gl. (18.3) entwickeln, wobei wir zunéchst
von einer Binomial-Entwicklung Gebrauch machen und Glieder héherer Ordnung in
h vernachléssigen:

2\ 2
(z - 5) ST (18.4)
Wegen der Kugelgleichung
r?P=a’+y*+2° (18.5)
wird
N a1 (18.6)
z— = x ~rt—zd=r - — :
2 Y r2 )’
und damit wird fiir die Formel
1 1 1 1

S (18.7.1)

NG Pt 2t VL - Gd/?)]  r A= edfr)

die nach erneuter Entwicklung von 1/v/1+ 2z ~1— Yhr

L (1 N lﬁ) (18.7.2)

ergibt. Entsprechend fiir die andere Hilfte der Gl. (18.3)

1 L L <1 _ lz_d> (18.7.3)

VIR by 2

ergibt. Damit ergibt sich als Summe fiir das skalare Potential eines Dipols
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1 =z
Aregrd 7

®(z,y,2) (18.8)
das Potential eines Dipols ist proportional dem Produkt aus Ladung und Abstand,
dem Dipolmoment p = QQd. Beachten wir noch, dafl

z =rcos#, (18.9)

wobei 6 der Winkel zwischen der Dipolachse und dem Radiusvektor zum Punkt
(x,y, 2) ist, konnen wir Gl. (18.8) schreiben als

1 pcost

@(:r,y,z) = 2

dreg 1

(18.10)

Das Potential eines Dipols fillt mit 1/7? von der Dipolachse ab, das elektrische Feld
folglich mit 1/r*. Gl. (18.9) erdffnet uns noch den Weg einer besonders eleganten,
vektoriellen Schreibweise fiir das Potential des Dipols, ist doch

Abb. 9.2. Der Dipol in vekto-
rieller Schreibweise.

pecost =p- e, (18.11)

mit e, dem Einheitsvektor des Radiusvektors, wenn der Punkt (x,y, z) durch = cha-
rakterisiert wird. Damit erhalten wir fiir das Potential eines Dipols (Abb. 18.2):

1 u-e, 1 -
o(r)=-—H & -~ BT

= = 18.12.1
drey 12 ey 13 ( )

eine Formel, die fiir jede beliebige Orientierung der Dipolachse zum Radiusvektor gilt.
Danach ist das Potential auf der Symmetrieebene des Dipols Null, nicht aber das Feld
E (Abb. 18.3).

Da wegen V% = —r% gilt, kann man fiir das Potential eines Dipols auch
1 1 1 €o
O(r) = — V(=)=d - (£) =-a- 18.12.2
(r) 47r50“ v (r) 47r€0v r velr) ( )

schreiben: Das Potential eines Dipols ist der Gradient des Potentials einer Punktla-
dung, ¢(r), skalar multipliziert mit dem Abstand der beiden den Dipol konstituieren-
den Teilladungen, was eine Manifestation des Superpositionsprinzips ist.
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Abb. 9.3. Elektrischer Dipol:
Aquipotentialflichen, aus de-

Aquipote
3 i‘ nen der elektrische Feldstér-
kevektor als Fliachennormale
| (Gradient) entsteht. Die Feld-

2\
T T\
“g"‘ .."‘ "“ linien beginnen auf den Ober-

NI
flichen der positiven Ladun-

0
| TS e T |
AT TN
\ <7
'\‘i“"’.“:‘;ﬂ"” gen und enden auf denen der
- negativen, so daf} das Potential

"
auf der Dipolachse Null wird.

%

Linien des
elektrischen Feldes

9.1.2 Das elektrische Feld eines Dipols

ermitteln wir komponentenweise aus Gl. (18.8) (z||x) unter Beachtung von r* = (22 +

3
y? + 2%) /2 und r = vVt +y? + 22, so daB

N 73— 3zrz
9. \3) T T 6 18.13.1
3z (T3> T6 ’ ( )
0 [z —3zr2x
or \;3) = " 9,6 18.13.2
81‘ (7'3> 27‘6 ’ ( )
0 [z —3zr2y
oy \r3) 18.13.3
Ay <7“3> 276 7 ( )
woraus mit (18.8)
0z 4rey Oz \r3 Ame, 13 2 Tnes 3
(18.14.1)
wird, sowie
o 3zw © 3zy
Bo= ——5 NBy=71——%, 18.14.2
dmeg 1P Y dqey 1S ( )

die zusammengefafit eine Komponente ergeben, die senkrecht zur z-Achse (und da-
mit zur Dipolachse) in der zy-Ebene orientiert ist, und die daher die transversale
Komponente genannt wird (Abb. 18.4):

3 3 cos f'sin 0
Bi= B+ B =2y = (18.14.3)
0

dmeg rd r3

da

2
Vit yr=vr2—z22=ry/1- 2—2 =rv1—cos?f =rsinb. (18.15)
r
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/ Abb. 9.4. Elektrischer Dipol.
Eingezeichnet sind £} und £ .

Fiir § = 0° und 6§ = 90° ist nach der Gl. (18.14.3) die transversale Komponente
Null; das Feld besteht hier nur aus einer axialen Komponente, wobei das Feld fiir
6 = 0° doppelt so grol und entgegengesetzt dem Feld bei § = 90° gerichtet ist. Der
Gesamtbetrag der elektrischen Feldstérke ergibt sich zu

E|=/E2+E? =" _\/3cos20 + 1. (18.16)

4egrs

Die Komponenten FE, und Ej finden wir durch Ableitung der Potentialgleichung
(18.10) zu'

_0%(r,0) 1 2pucosd

E, = — : 18.17.1
or drey 13 ( )
109(r, 0) 1 psin®

Fy=———"-=— . 18.17.2

o r 00 drrey 13 ( )

Eine sehr viel elegantere Ableitung ergibt sich direkt aus Gl. (18.12.1) mit der Pro-
duktregel zu

1 1 1
E=-Vo(r)= ~Tren <ﬁVu THp-T Vﬁ) . (18.18.1)

Ausdifferenzieren ergibt z. B. fiir den ersten Term der Summe
0 .
Vip 7)== (1) = pst, (18.18.2)
Ox
also fiir drei (kartesische) Komponenten:

V(- r) = piad + pyj + pk = p, (18.18.3)

wiahrend der zweite Term, z. B. in z-Richtung, ergibt:

'In Polarkoordinaten ist die Ableitung

9,0 _ 0 10
dr Oy or roe
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01 or
— =3t = 18.18.4
ox r3 " ox ( )
0 1 2
8_7“ - — ‘”2 i, (18.18.5)
z Vot t+y -+ =2
oder
0 12x .
a—T = i—xz, (18.18.6)
T r
so daf} insgesamt sich fiir die z-Komponente
0 1 3 .
und fiir die drei Komponenten sich entsprechend
1 3
r r
ergeben. Damit folgt fiir das elektrische Feld
1 3(p-r)r
E = P < - — p,) ) (18.19)

Diese einzelnen Komponenten sind in den Polarkoordinatendarstellungen der
Abbn. 18.5 explizit dargestellt.

9.1.3 Zusammenfassung

Das Potential eines Feldes mit verschwindender Gesamtladung ist in groflen Entfer-
nungen dem Quadrat und die Feldstédrke der dritten Potenz der Entfernung umgekehrt
proportional. Es besitzt Axialsymmetrie um die Achse d, die auch die z-Achse des
Koordinatensystems darstellt.

9.2 Multipolentwicklung

Natiirlich ist die Entwicklung des Potentials fiir » — 0 wegen der auftretenden Sin-
gularitit besonders interessant. Dabei mufl beachtet werden, dafl der Ort r, an dem
das Potential tatsichlich bestimmt wird, von dem Ort der Erzeugung des Potentials,
ndmlich der Ladungsverteilung, die durch einzelne Momente 7 an den Orten m Ort
r; erzeugt wird, verschieden ist.

Man unterscheidet zwei unterschiedliche Entwicklungen, ndmlich die cartesische
und die sphdrische Multipolentwicklung, die im Kap. 13 behandelt wird.

Die Funktion ® = ®(x,y, z) lautet

1 — Q;
P — 18.20
"= e e r (18.20)
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Esenkrecht

=\30

270

2
—E
parallel

2.0]
15]
150
1.0
0.5]
0.01180
0.5
1.0]
15
T 2.0

270 270

210

1/2
senkrecr}l

Abb. 9.5. Oben: Die Komponenten der Feldstéirke eines Dipols. Fiir # = 0° (Sender und
Empfinger stehen parallel) und 6 = 90° (Sender und Empfinger stehen senkrecht zueinan-
der) ist nach GI. (18.14.3) die transversale Komponente Null; das Feld besteht hier nur aus
einer axialen Komponente (lks.), wobei das Feld fiir § = 0° doppelt so grofl und entgegenge-
setzt dem Feld bei 6 = 90° gerichtet ist; re.o.: das transversale Feld. M. Lks.: Das Quadrat
der Komponente der axialen Feldstirke, M.re.: das Quadrat der transversalen Komponente.
Unten die fiir die vom Dipol abgestrahlte Energie wichtige gesamte Feldstirke, berechnet
nach Gl. (18.16).

und wird in eine TAYLOR-Reihe entwickelt, deren erste beide Ordnungen lauten:

n ; n 1 )
{Z%JFZQNW-ri}, (18.21.1)
=1 =1

1
CI)(T) - 471'60

in Komponenten zerlegt
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®(r) =
1 - 1
inss {Z " Z%x (1) - ZQz_ (1) - Z%z () }
(18.21.2)
wobei
1 r
VW =3 (18.21.3)
Sehen wir uns das erste Glied an:
1 n

=3 Qi (18.21)

i=1
stellen wir fest, daf es fiir eine neutrale Molekel, aber auch fiir ein Ensemble von La-
dungen, die sich gegenseitig kompensieren, verschwindet. Fiir eine Uberschufladung,
also einen Monopol, féllt das Potential mit 1/r ab. In groler Entfernung wirkt jede
Ladungsverteilung wie eine Punktladung. Die néchsten drei, die die erste Ableitung
enthalten, lauten

_ZQZ < ) ZQz < )yé—;:@i% (%) 2, (18.22.1)

was

%{wzQixQWZQwHZZQiz;} (18.22.2)
i=1 i=1 i=1

ergibt. Das sind die Dipolmomente. Die nichste Ndherung umfafit die Quadrupolmo-
mente

JR o (1

mit () dem Tensor des Quadrupolmoments. Dabei sind die z;,y; die Komponenten
des Vektors r;, die X;,Y; aber die Komponenten des Vektors r

9.3 Abstrahlung von bewegten Ladungen

9.3.1 Intensitét des Strahlungsfeldes in groflen Entfernungen (Fernfeld)

Es soll das Feld, das durch ein Ensemble bewegter Ladungen in Entfernungen er-
zeugt wird, die grof§ im Verhéltnis zu dessen Ausdehnung sind, bestimmt werden. Aus
Griinden der Rationalitdt und der Asthetik wird in diesem Abschnitt das GAusssche
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System verwendet.? Im speziellen betrachten wir einen Aufpunkt P, seinen Radius-
vektor vom Ursprung mit R = Rn, der Radiusvektor des Ensembles de = pd>r sei 7,
und der von der Ladungsverteilung zum Aufpunkt P gerichtete Vektor sei &, dann
ist (Abb. 18.6)

Aa,

Abb. 9.6. Zur Nomenklatur eines La-
dungsensembles, das um den Abstand
2 vom Aufpunkt P entfernt ist.

r=R-—r (18.24)

und fiir grofle Entfernungen vom Ensemble (R > r) gilt dann n&herungsweise

r=|R-r|~R-7r-n (18.25)

mit r-n der Projektion des Vektors r auf den Vektor R. Damit ist bei einer Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit ¢ das Potential der Ladungsverteilung mit dem Radiusvektor r
am Aufpunkt P mit dem R zur Zeit ¢

1
t=t+-=t¢+-(R—7-n) (18.26)
C C

angekommen, oder umgekehrt: Die Ladungsverteilung zur Zeit ¢ am Punkt 7 be-
stimmt das Potential am Punkt P zum spéteren Zeitpunkt ¢. Damit ergeben sich die
beiden Potentialgleichungen zu

1
2= / Prt (i rmy AV, (18.27.1)

’In diesem System haben E und H dieselbe Einheit, weil sie verschiedene Komponenten des
elektromagnetischen Feldstirketensors sind, und sie lassen sich durch die LORENTZ-Transformation
elegant ineinander tiberfithren. Die relativistische Struktur der Elektrodynamik kommt dariiber hin-
aus durch die 1/c-Faktoren besser zum Ausdruck. So ist der Zusammenhang zwischen H und B
durch B = g gegeben. Die Einheit der magnetischen Flufidichte ist [B] 1 G(auss), was 107*T im
SI-System sind; die Einheit der magnetischen Feldstérke aber [H] = 1 Oe = )% A/m ~ 80A /m.
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e
A= / Jot (o AV (18.27.2)

Die Ausbreitung des Feldes erfolgt in hinreichend groflem Abstand vom Ensemble
der Ladungstréger durch ebene Wellen (sog. Fernzone), in der zusiitzlich auch die
Linge der vom Ensemble abgestrahlten (Kugel-)Welle klein gegen die Entfernung
zwischen Ladungstrigerensemble und Aufpunkt sein muf:

kx> 21 (18.28)
mit k£ dem Wellenvektor oder skalar der Wellenzahl

27 27
= — = — 18.2
)\Vk: LT (18.29)

wobei n der zum Wellenvektor parallele Einheitsvektor ist. — In einer ebenen Welle
sind iibrigens die beiden Vektoren E und H betragsmifig gleich grofl und stehen
senkrecht aufeinander, so daf}

k

E
H:Exn/\|B|:u. (18.30)
c
Wir erinnern uns, daf§ die COULOMB-Eichung

V-A=0 (18.31)

fiir quellenfreie Felder Anwendung findet, wenn das betrachtete Volumenelement also
frei von Ladungen ist, und daf} sich das E-Feld errechnen 1dt nach dem FARA-
DAYschen Gesetz

10H
VXE=——— 18.32.1
* c Ot ( )
und der Tatsache, dafl
H =V x A, (18.32.2)
woraus umgekehrt fiir die Abhéngigkeit von E von A
10
VXE=—-—-=VxA (18.32.3)
cot
folgt und fiir das Feld E selbst
10A
E=———. 18.32.4
c Ot ( )

Daraus ergibt sich sofort mit Gl. (18.30) H als von A zeitabhéngige Grofie zu

H=--""1xn (18.33)

mit n dem Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung. Damit ist ersichtlich, dal H L
E L k. Fiir die z-Achse des (eindimensionalen) Nabla-Operators muf} im Prinzip
die retardierte Zeit aus Gl. (18.26) Beriicksichtigung finden. Andert sich aber die
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Ladungsverteilung mit dem Durchmesser d wihrend des Zeitraums 7" = 1 (r-n)
jedoch nur geringfiigig (Abb. 18.6), kann man diesen Term vernachlissigen. Dazu
muf offenbar sein:

d<r-n (18.34.1)

oder

1 d
T=-(rn)>-. (18.34.2)
c c
Wir bemerken, dafl das Produkt aus ¢ und 7" die Wellenlédnge der vom System aus-
gesandten Strahlung ist (£ = \), so daf§ (18.34.2) auch in die Form

v

A>d (18.35)

gekleidet werden kann: Der Durchmesser der Ladungsverteilung muf§ klein gegen die
Liange der abgestrahlten Wellen sein. Aus GIl. (18.34.2) geht noch hervor, daf§ die
Geschwindigkeit, mit der eine Anderung der Ladungsverteilung erfolgt, klein sein
muf} gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit c:

d d
T> - —. 18.36
>-=e> ( )
Damit wird aus Gl. (18.27.2)
A- 1/' av (18.37)
- CR Jt’ ? -

weil wegen r-n < 1 die Zeit t' =1t — % (R — 7 - m) nicht mehr von der von der Integra-
tionsvariablen abhéngt. Mit der Beziehung j = pv und {ibergehend zu Punktladungen
konnen wir schreiben:

1
A=— ;egvi, (18.38)

wobei alle Groflen auf der rechten Seite zur Zeit ¢’ zu nehmen sind, um das Potential
A zur Zeit t am Ort = zu ermitteln. In der Summe ist das sich dndernde Dipolmoment
enthalten:

> eovi = % Z eox; = fL (18.39)

mit g dem Dipolmoment des Gesamtsystems. Damit folgt fiir das Magnetfeld mit
(18.30) + (18.33):

1.

Bei Vernachlédssigung hoherer Momente ist folglich die Intensitdt der Abstrahlung
durch die zweiten Ableitung des Dipolmomentes
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=Y e, (18.41)

nach der Zeit gegeben: Ladungen strahlen, wenn sie sich beschleunigt bewegen.
Gleichformig bewegte Ladungen strahlen nicht, was auch aus dem Inertialprinzip
hervorgeht. Eine gleichféormig bewegte Ladung ist danach von einer ruhenden nicht
zu unterscheiden; eine ruhende Ladung strahlt aber nicht.

Der Energietransport einer ebenen Welle ist durch den POYNTING-Vektor gege-
ben:

c
=—FEXH. 18.42
S i E X (18.42)
Mit den Gln. (18.33), (18.38) und (18.39) wird fiir die beiden Feldvektoren:
L.
- L (18.43.2)
2Rr" o
und damit fiir S
= 1 (N ixixn (18.44.1)
“we \r) HTH o
was mit dem Entwicklungssatz
L1V o
=\ ) Bl m) = [n(i- @) (18.44.2)

ergibt. Der erste Term verschwindet, da fi L m, und der zweite steht senkrecht auf
der Dipolachse, in der die Abstrahlung Null ist. Fiir die Intensitét folgt
I=P=5§5-dA (18.45)
in Einheiten von Energie pro in der Zeiteinheit durchstrahltes Flidchenelement dA,
das in Kugelkoordinaten
dA = doR?* = 27 sin fdO R? (18.46)
mit dem auf der Oberfliche o senkrecht stehenden Normalenvektorelement, so dafl

1 A 77
I:/ dI:/ RZS-do:27r/ S R? sin ¥dd (18.47)
0 0

0

mit 9 dem Winkel zwischen den Vektoren o und mn. Wir erhalten fiir die Intensitit
selbst mit (18.44.2) und (18.46)

B 1
C Adwed

/ j1? sin® 9 sin ¥927d; (18.48)
0

mit dem Integral
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i 4
/ sin® 9y = — cos ¥ + s cos® I = 3 (18.49)
0

bekommen wir fiir die Intensitit (= abgestrahlte Leistung)

2
I=_—j 18.50.1
3C3p’ ’ ( )
was mit der im SI- System erhaltenen Formel
r .,

- 6meged H

I (18.50.2)

genau iibereinstimmt, da ¢y = 1/4r.

Wir ersehen daraus, dafl nach der klassischen Theorie ein atomares Planetensy-
stem instabil sein muf}, da das sich beschleunigt bewegende Elektron, gleichgiiltig,
ob es sich um eine (kreisformige) Umlaufbahn noch eine Pendeltrajektorie handeln
wiirde, Energie abstrahlen wiirde.

9.3.2 Nahfeld

Fir A # R oder kR ~ 7 miissen die Feldgleichungen genauer untersucht werden.
Insbesondere kann das Feld nicht mehr als ebene Welle angesehen werden, weswegen
die Gln. (18.4) nicht mehr anwendbar sind. Dies gilt jedoch nicht fiir die Gln. (18.38)
und (18.39) fiir das Vektorpotential, da hier nur vorausgesetzt wird, dal R > pu ist.
Insbesondere ergibt sich die Ndherung der Losung der beiden Potentialgleichungen
als ebene Welle nur wegen der Quellenfreiheit (18.31). Wir beginnen mit den Gln.
(18.38) und (18.39), die

o
A=
cR

ergeben, wobei alle Groflen auf der rechten Seite zur Zeit t' =t — 1—5 zu nehmen sind,
um das Potential A zur Zeit ¢t am Ort = zu ermitteln, und der LORENTZ-Eichung

(18.51)

109
A = 18.52
\Y +08t 0 (18.52)

erhalten wir bei Integration iiber die Zeit

V'[:l:t/ 18@
-7 18.
R + -y 0, (18.53)
also
Hy
b =-V - —. 18.54
- (18.54)

Weiters gilt fiir die beiden Felder

iy

H:VXA:>H:1V><
c R

(18.55.1)
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. laA . I"l't’ ﬂt’
E-—-2 V<I>:>E—V<V R)

In GI. (18.55.2) konnen wir, da fiir % die Wellengleichung
l8_2 My _ Al"l't’
20t R R

gelten muf}, den Subtrahenden auch schreiben als

1 Aut,

2 R’

womit wir fiir das elektrische Feld

erhalten, was aber leicht umgeschrieben werden kann zu

1
E=VxVx|Et).
y X<R>

R

9 Dipole

(18.55.2)

(18.56)

(18.57)

(18.58)

Diese Gleichung bestimmt das Feld in Entfernungen, die mit der Wellenlidnge ver-

gleichbar sind.

9.3.2.1 Fourier-Komponenten. Die FOURIER-Komponenten H, und g, in Gl.

(18.55.1) werden durch
H — He "
und
= pyem !
ersetzt, wobei t' =t — % und ¢ = ¢ oder ¥ =k sind:
H — H,e (%)
und
o u’we—iw(t—%),
und wir erhalten fiir die Zeitableitung selbst

I:l'w _ _iwuwei(kawt).

(18.59.1)

(18.59.2)

(18.60.1)

(18.60.2)

(18.61)
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H-Feld. Also folgt fiir H e “:

; i(kR—wt)
. 1w [
H, e W =_"V x . 18.62

¢ c <uw R ) ( )

Kiirzen durch e™! und Beachtung von k = “ liefert nun wunderschon

eilcR
H, = —ikV x (,;,w?) . (18.63)

Die Rotation ergibt zwei Terme:

eikl’i’, elkR elkR
V x (l"’w?) = R V x K, — K, X V?, (1864)

von denen der erste wegen der fehlenden Ortsabhéngigkeit von g, Null ist. Somit
folgt fiir H,:

ok R
H, =ik (uw XV ) . (18.65)
Ausfiithren der Ableitung ergibt (n = R/R)
, ik 1\
H,=ikp, xn (E — ﬁ) e, (18.66.1)
bzw. nach Ausklammern von k?:
) 1 elkR
H,=k — 1 : 18.66.2
won (1) (18.66.2)
oder {Jackson, Gl. (9.18.1) [31]}:
) 1 elkR
H, = 1— — 18.66.
w knxuw< ikR) 7 (18.66.3)
bzw. in SI-Einheiten (H — B, Faktor 4ﬂ1€0c)
k2 1 elkR
B, = 1— — . 18.66.4
dnzge P ( ikR) R ( )

Die magnetische Feldstirke steht immer auf dem Radiusvektor (oder dem Wellenvek-
tor) senkrecht. Von den zwei Termen repriisentiert der erste das Fernfeld mit einer
1/R-Abhingigkeit, der zweite dagegen das Nahfeld mit 1/R?, der um 90° gegeniiber
dem Fernfeld phasenverschoben ist. Also ist die Phasengeschwindigkeit von H, R-
abhingig — im Gegensatz zu A, das immer parallel zu p, steht.
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E-Feld. Aus Gl. (18.55.2) folgt fiir E, et

R ~ 2ropt’

Ausfiihren der Zeitableitung unter Beachtung von k = %

von e @t ljefert

) i(kR—wt) 1 0? )
Ew eflwt =V <v . e > l(k;wat). (1867)

und nachfolgendes Kiirzen

ikR 2
M€ k ikR
E,=V|V. — ) 18.68
( R ) Lt (18.68)
Natirlich ist der erste Term der interessantere:
ikR ikR ikR
e e e
. = —V- -V— 18.69
V(V 7 > V(RV uw+quR>, ( )

davon ist der erste Term wegen Konstanz von p, wie oben Null, und der zweite Term
ergibt analog zu (18.66.1) mit n = R/R:

ikR o1\ .
[, VeR —p,n <1§ - ﬁ> ek (18.70.1)
oder
ikR ik 1 .
[, - VeR —p, R <# - ﬁ> ek R, (18.70.2)
Davon ist nun der Gradient zu bilden:
ik LY
\Y <(uw ‘R) (ﬁ — ﬁ> ekR> : (18.71)
Term (1) liefert
ik . ik . k2 21k
\Y <(p,w ‘R) 77 kR) = 7z¢ My, +(n, - R)n <_ﬁ — ﬁ) e (18.72.1)

ik ik K22k |
\% <(uw ‘R) T2¢ kR) = ﬁekRuw + (p, -m)n <—— - —> eF i (18.72.2)

Term (2) aber

ikR ikR ikR
¢ > ¢ ¢ (18.73)

V(e R)% ) = G o B+ (s RV

Der Gradient von p, - R ist aber p, [Gln. (18.18)], so dafl wir erhalten:
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eikR elkR ik 3 R
V!, R) 75 ) = M +(p, - R)n )¢ (18.74.1)
bzw. nach Division durch R:
eikR eikR lk 3 .
v ((uw ‘R) 5 ) = bt (p, -m)n <ﬁ — ﬁ> e R, (18.74.2)

Damit sind wir fertig. Wir fassen zusammen und erhalten mit unserem lange nicht
mehr beachteten zweiten Term aus Gl. (18.68)

ook 1 K 3k 3\
Ew:p,w<E+ﬁ—ﬁ>ekR+(uw-n)n<—E—ﬁ+ﬁ>ekR. (18.75)

Das ist Gl. (9.18.2) aus dem Jackson [31], wenn man beachtet, dafi das dreifache
Kreuzprodukt dort leicht umgeschrieben werden kann (hier gleich in SI-Einheiten

mit dem unvermeidlichen Faktor —):
TED

I€2 eikl’i’,
E, = X X
w 47r€0 [n l"’w] n R

+@Bnn-p,)—p,) (% — %) ek, (18.76)

e Das elektrische Feld hat Komponenten parallel und senkrecht zur Ausbreitungs-
richtung.

e Der erste Term reprisentiert die Fernzone:
QikR
H, = k*n x o (18.77.1)
E,=Fnxp)xne*=H, xn: (18.77.2)
E, 1 n 1l H,, beide Felder sind in Phase.

e Der zweite Term ist nicht transversal, fiir sehr kurze Abstédnde mit kR < 27
dominiert der Term mit % — ein reines elektrisches Dipolfeld:

Qik R

H, =ik[n x Nw]ﬁ (18.78.1)
QikR

E, = (3n(p, n)—p,) TR (18.78.2)

Fiir £ — 0, also im statischen Limit, verschwindet der magnetische Term, und
die Nahzone erstreckt sich bis nach Unendlich.
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9.3.3 Strahlungsdiampfungskraft

Wir wissen, dafl nach dem 2. NEwWTONschen Axiom eine geladene Partikel mit der
Masse m sich unter dem Einfluf einer externen Kraft Fey beschleunigt bewegt. Da-
bei strahlt sie eine bestimmte Leistung nach Gln. (18.49/50) ab, die algebraisch in
der Bewegungsgleichung dem Einflul einer Dampfungskraft bei einer mechanischen
Schwingung gleichgesetzt werden kann [32]:

Mo = Feg + Fraa. (18.79)

Die Arbeit, die durch F'.,q verrichtet wird, soll dem Wert der Energie, die in dieser
Zeit vom System abgestrahlt wurde (daher negativ zu werten ist), gleich sein (u =
qd, ji = qv). Auf der linken Seite steht das Integral fiir die Arbeit, auf der rechten
Seite das Leistungsintegral:

to 2 to 62
/ Fiq-vdt=—= / - o dt, (18.80)
t1 3 t1 C3

was mit partieller Integration

(18.81)

t1

ergibt. Bei einer periodischen Bewegung ist T' = t, — t; und damit verschwindet das
Produkt v - v an den Umkehrpunkten und im Nulldurchgang, woraus

to 2 to 62
/ Frq-vdt = —/ - v dt, (18.82)
t1 3 t1 c
folgt, so dafl wir fiir die Strahlungsdampfungskraft selbst den Wert von
2 e% .
F g = ggv (1883)

erhalten, und es ergibt sich die Bewegungsgleichung von ABRAHAM-LORENTZ:

F =m(d—710). (18.84)

Wenn die duflere Kraft verschwindet, hat Gl. (18.84) zwei Losungen, eine triviale
(0 = 0) und eine zweite, die sich aus

dv d dv

ergibt:

) t
_:__U:dlnv:lni;:——i-const (18.86)
T 0 T

mit
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2 el
=-—. 18.87

3mc? ( )
Diese Gleichung also den einmaligen Fall mit einer dritten Zeitableitung, und damit

erhalten wir fiir verschwindende externe Kraft die zwei Losungen

. 0
b= { et/ (18.88)

wobei a die Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist. Entsprechend unserer Ableitung
aber wére im Nulldurchgang v - v verschieden von Null. Entweder ist also © Null und
damit v const, oder die Beschleunigung wichst unbeschrankt mit der Zeit. Daher
kann diese Gleichung nur eine kleine Korrektur sein.

Die Losung dieser Schwierigkeit liegt aber in Wirklichkeit in der unendlich groflen
elektromagnetischen Eigenmasse der Elektronen.
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