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Organisation

Wir wollen uns mit thermodynamischen Gleichgewichten beschéftigen. Dazu arbeiten
wir zundchst mit dem ,naiven“ Begriff der Temperatur und untersuchen die ther-
mischen Gesetzméfigkeiten im Gas. Nach der Definition der Begriffe thermisches
Gleichgewicht, thermodynamisches Gleichgewicht, abgeschlossenes, geschlossenes und
offenes System erarbeiten wir uns die Grundlagen der kinetischen Gastheorie; dabei
werden wir uns einen Einblick in qualitative statistische Methoden verschaffen, die zur
Behandlung von Vielteilchensystemen erforderlich sind, bei denen sich zunéchst deren
Anzahl nicht d&ndern soll (kanonisches Ensemble). Es schlieBen sich der 1. und der 2.
Hauptsatz der Thermodynamik an. Die Entropie wird iiber chemische Reaktionen und
statistisch iiber die Mischungsentropie eingefiihrt, und damit die Richtung des Ge-
schehens bei Prozessen definiert. Mit den MAXWELLschen Relationen werden dann
die Werkzeuge geschaffen, um bis dahin erwéhnte uniiberwindliche Schwierigkeiten
elegant zu 16sen. Mit der Zulassung der Anderung der Teilchenzahl (groSkanonisches
Ensemble) und der Definition des chemischen Potentials wenden wir uns dann phy-
sikalischen und chemischen Gleichgewichten zu. Abschlieend widmen wir uns dem
Problem, wie Ungleichgewichte durch FluB8 von Materie und Wérme ausgeglichen
werden.
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1 Gasgesetze

1.1 Phinomenologie der Gasgesetze

Die Geschichte der Gasgesetze ist hochinteressant und sehr lehrreich, da die grofien
Anderungen des Gasvolumens, die bei Druck- und Temperaturéinderungen auftreten,
bereits mit den einfachen Mefimethoden quantifizierbar sind, wie sie im 17. Jahrhun-
dert verfiigbar waren.

1.1.1 Das Gesetz von Boyle und Mariotte

ROBERT BOYLE beobachtete als erster mit seiner neukonstruierten Luftpumpe, dafl
Druck und Volumen eines Gases umgekehrt proportional zueinander sein miiiten. Als
Schluifolgerung spekulierte er in seinem Buch The Sceptical Chymist von 1661 iiber
die Atomhypothese des DEMOKRIT.

Sein einfache Apparatur bestand aus einem U-Rohr, das auf der abgeschmolzenen
Seite, wodurch das Rohr einseitig verschlossen wurde, ein bestimmtes Luftvolumen
enthielt, dass durch einen Pfropfen aus Quecksilber gegen Atmosphére abgeschlossen

war (Tab. 1.1 und Abb. 1.1).

Tabelle 1.1. Originaldaten von BOYLE zu seinem Gesetz.

Héhe der | Hohendifferenz | Hohendifferenz + | Produkt der Spalten
Luftsdule | der Hg-Sdulen | Atmosphdrendruck 1+3
[cm] [cm] [cm] [cm?]
12 0 73,7 884.4
10 14,9 87,6 876,0
8 38,3 112,0 896,0
6 72,3 146,0 876,0
4 1473 221,1 884,4
3 223,1 296,8 890,4

Unabhéngig von ihm formulierte MARIOTTE den gleichen Zusammenhang; zwar
gab er sein Ergebnis erst 16 Jahre spéter bekannt, allerdings war es wesentlich ge-
nauer; sein Aufsatz enthielt bereits eine kritische Untersuchung der Temperatur und



2 1 Gasgesetze

Abb. 1.1. Die BoyLEsche Apparatur zur Be-
stimmung des Produkts aus Druck und ein-
geschlossenem Volumen eines Gases. Die ver-
schiedenen Pegel der S#ule aus Quecksilber
in beiden Schenkeln sind verursacht durch
die unterschiedlichen Driicke der auf ihnen
lastenden Gasséulen. Quecksilber wurde we-
gen seiner hohen Dichte und wegen der be-
reits damals bestehenden Mdglichkeit, es rela-
tiv rein zu erhalten, verwendet —BOYLE war
Chemiker! So bekam man bald heraus, dafl
bei schonem Wetter der Luftdruck 760 mm
Quecksilbersiule entsprach.

der Notwendigkeit, sie wihrend der Messung konstant zu halten. Daher ist das Ge-
setz unter beider Namen auf dem Kontinent bekannt, wiahrend im angelsédchsischen
Schrifttum nur von BOYLE’s law die Rede ist (Abb. 1.2):

pV = const. (1.1)
3000}
£
® 2250}
+
P 1500}
£
S
= 7501
0 . . . . . Abb.1.2. Eine Orignal-Iso-
0.0 25 5.0 75 100 125 therme aus der BOYLEschen

h [cm] Arbeit.

1.1.2 Das Gesetz von Gay-Lussac

Tatséchlich ist es so, dafl das Gasvolumen nicht nur vom Druck, sondern auch von der
Temperatur abhédngt. Der Zusammenhang wurde 1802 von GAY-LUSSAC ermittelt,
nachdem die ersten brauchbaren Thermometer konstruiert worden waren. Danach
nimmt das Volumen bei konstantem Druck linear mit der Temperatur zu. Als Pro-
portionalititsfaktor stellte sich der Betrag !/73°C heraus — unabhingig von der
Gassorte. Wird ein Gas von z. B. ¥y = 0 °C auf ¥ = 9 °C erwéarmt, gilt also:

V(9) =V () + V() - 27;:900 =V (¥) <1 + ;;fé’) : (1.2.1)
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woraus
V(©0) V(o)
= 1.2.2
273°C +0 — 9, 273°C (1.22)

folgt. Kiihlen wir das Gas dagegen ab, schrumpft sein Volumen. Gl. (1.2.2) suggeriert,
dafl das Volumen bei Abkiihlung auf —273 °C verschwinden wiirde:

V(v
V(=273°C) = (273°C 4 (=273°C) — ) Vo) _, (1.2.3)
273°C
Es lag daher nahe, eine Temperaturskala zu definieren, deren Nullpunkt 273 °C
unter dem der CELSIUS-Skala liege, die absolute Temperatur 7', gemessen in Kelvin
[K], indem wir schreiben (die Rasterung der KELVIN-Skala ist mit der der CELSIUS-

Skala identisch; auerdem wird das °-Zeichen fortgelassen)

0°C=273KAT =19+ 273 °C. (1.3)

Damit wird aus Gl. (1.2.3) einfacher

- . (1.4)

1.1.3 Das Gesetz von Amontons

Dariiber hinaus ist bei konstantem Volumen auch der Druck von der Temperatur
abhédngig. Den Zusammenhang ermittelte als erster CHARLES, der Erfinder des Was-
serstoffballons, bekannt als Charliere. Er ,,verschwendete® seine Zeit jedoch nicht zum
Aufschreiben eines wissenschaftlichen Aufsatzes, sondern setzte sie zur Verbesserung
seiner Erfindung ein. Als erster schrieb das AMONTONS auf. Danach nimmt der Druck
bei konstantem Volumen linear mit der Temperatur zu. Als Proportionalitatsfaktor
stellte sich {iberraschenderweise der nimliche Betrag von 1473 °C heraus, ebenfalls
unabhingig von der Gassorte:

p(?) = p(Yo) + p(Jo) - 1297;01900 = p(Jy) (1 + 1297;39((;) , (1.5.1)
woraus J )
2730(?129 —dy 2]97(3 3()3 (15.2)
bzw. nach Einfithrung der absoluten Temperatur
T T
p(T) = p(TOO). (1.5.3)

Die Kurven im p, V-Diagramm sind Hyperbeln. Sind dagegen entweder der Druck
oder das Volumen konstant, ergeben sich Geraden im V,T- bzw. p, T-Raum.
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1.1.4 Das kombinierte Gasgesetz

Aus den Gesetzen von BOYLE-MARIOTTE und GAY-LUSSAC 1afit sich ein einzi-

ges bilden, indem man zuerst eine Druckédnderung, dann eine Temperaturdnderung
durchfiihrt:

1. p17T17‘/1 —>p27T17‘/X7
2. po, 11, Vi — pa, T3, V.

Das Volumen nach der Druckvariation im ersten Prozefschritt ist

V=1, (1.6.1)
P2
und nach dem zweiten Prozefschritt
13
Vo=V,—, 1.6.2
=V (162
woraus sich ein einziges durch Eliminierung von V, ergibt:
T % %2
Vo = Vlﬂ Sz P P2T2 st (1.6.3)

p2 Th T

1.1.5 Daltons Atomhypothese

Nachdem DALTON 1808 gefunden hatte, dafl die Massenverhéltnisse von Elementen,
die miteinander mehrere chemische Verbindungen bilden, in einem einfachen, ganz-
zahligen Verhéltnis zueinander,! das als Gesetz der multiplen Proportionen bekannt
ist, brachte er die Atomhypothese von DEMOKRIT erneut ins Spiel. Aber er erkannte,
dafl es eine Vielzahl von Atomen gibt, die Elemente eben, die sich zusammenfiigen,
aber auch wieder in ihre urspriinglichen Bestandteile trennen lassen. Seine Uberle-
gungen lassen sich damit so zusammenfassen:

e Jedes Element besteht aus kleinsten, nicht weiter teilbaren Teilchen, den Ato-
men.

e Alle Atome eines Elements haben die gleiche Gréfle und die gleiche Masse.
e Die Atome unterschiedlicher Elemente unterscheiden sich in ihrer Masse.

e Atome sind unzerstorbar. Sie konnen durch chemische Reaktionen weder ver-
nichtet noch erzeugt werden.

e Bei chemischen Reaktionen werden die Atome der Ausgangsstoffe neu ange-
ordnet und in bestimmten, einfachen ganzzahligen, Verhéltnissen miteinander
verbunden.

!Dies fand {ibrigens unabhiingig von ihm, auf die Volumina von Gasen bezogen, GAY-LUSSAC,
ebenfalls 1808.
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1.1.6 Das ideale Gasgesetz

Drei Jahre spéter iibertrug AVOGADRO die DALTONsche Hypothese auf das kombi-
nierte Gasgesetz. Er vermutete, dafl unter gleichen Bedingungen in gleichen Volumi-
na unterschiedlicher Gase die gleiche Anzahl von Molekeln (Sammelbegriff fiir Atome
und Molekiile) enthalten sein miisse. Damit konnte die Konstante aus Gl. (1.6) weiter
spezifiziert werden. Wir schreiben heute dafiir

pj‘f = v - const’ (1.7)
und bezeichnen v als Molzahl, wobei wir unter 1 Mol die Zahl von Ny = 6,02 - 10?3
Molekeln verstehen.? Damit wird die Konstante const’ = R. Sie besitzt in unserem
System den Wert von 8314 J/Mol K, und wir definieren weiter die Standardbedin-
gungen, unter denen wir unsere Untersuchungen durchfiihren wollen, und bezeichnen
sie als Standard Temperature and Pressure (STP): 0 °C = 273 K und 1 atm (1,013
bar).

Wiégen tun wir aber g und kg, und daher ist die Molzahl v die gewogene Masse
m geteilt durch die Molmasse M:

m
= —. 1.8
=" (1.9
Die Dichte ist schlie3lich
m  pM
= — =—. 1.9

1.1.7 Partialdruckgesetz von Dalton

Die Atomhypothese wurde durch eine weitere Beobachtung DALTON immer wahr-
scheinlicher. Er beobachtete namlich, dafl der Gesamtdruck einer Gasmischung ebenso
grof} ist wie die Summe der Driicke der einzelnen Gase, die Partialdriicke, also

p=p1+p2+Dps= YD (1.10)

wobei das ¢ die individuelle Molekel charakterisiert. Wendet man fiir jede Sorte das
ideale Gasgesetz an, weil nach Voraussetzung jede Gassorte das ganze Volumen ein-
nimmt. wird daraus

RT RT RT RT &
p:V17+V27+...+ R 7ZVZ— (111)

2Um Verwechslungen mit der Teilchenzahldichte n = % zu vermeiden, die ebenfalls oft vorkom-

men wird, benutzen wir fiir die Molzahl nicht den Buchstaben n, sondern eben v.
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mit v der Gesamtmolzahl der Gasmischung, wobei 1v; die Molzahl der i-ten Gassorte
bezeichnet. Das Verhiltnis v; /v wird Molenbruch genannt, er ist gleich dem Verhéltnis
pi/p, und ihre Summen miissen Eins ergeben.

1.2 Zustandsgleichung (quantitativ)

Wir sahen, daff sich Gase
e bei konstantem Druck bei Warmezufuhr ausdehnen,

e bei konstanter Temperatur bei Druckerhhung komprimieren lassen und daf
sich

e bei konstantem Volumen bei Temperaturerhohung der auf die Gefafiwénde aus-
geiibte Druck erhoht.

Aus den Gln. (1.2) und (1.5) ersehen wir, daff der Faktor bei Temperaturinderung
Uprs ist, und wir definieren folgende allgemeingiiltige Koeffizienten:

1 [0V
isob Ausdeh koeffizient: o, = — | — 1.12
isobarer Ausdehnungskoeffizient: a, = 3 <8T>p’ (1.12)
1 (oV
isotherme Kompressibilitit: kp = % <3p>T7 (1.13)
. ) 1(0p
isochorer Spannungskoeffizient: By = — | — | (1.14)
p\oT),,
die iiber
By = 22 (1.15)
PKT
zusammenhéngen.

Im Falle des idealen Gases lautet die Zustandsgleichung zwischen V', p und 7' bei
konstanter Teilchenzahl:

V=f(p,T) = ”};T, (1.16)

das Volumen, eine eztensive, also von der Stoffmenge abhéngige Grofle, ist eine Funk-
tion der beiden von der Stoffmenge unabhéngigen (intensiven) Verdnderlichen p und
T, so daf wir allgemein fiir Verdnderungen von V' schreiben (angewandte Produktre-

gel):
oV oV

Fiir die Fliachenfunktion A = xy sieht das algebraisch so aus
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A+ dA = zy + xdy + ydz + dzdy, (1.18)

wobei das Glied 2. Ordnung vernachléssigt wird:

A+ dA = 2y + xdy + ydo + dzdy, (1.19)

‘und sich geometrisch folgendes Bild ergibt (Abb. 1.3?:

N dy \ dx dy N
y A= xy y dx Abb.1.3. Die Anderung der
Flache des Rechtecks mit der
Grofle xy ist etwa xzdy + yda.
X dx

|
Damit wird fiir dA =0

d
xdy+ydx:0:>—g:—y.
r dx

(1.20)

Wir sehen, dafl die beiden partiellen Ableitungen den Ausdehnungskoeffizienten
und die Kompressibilitdt enthalten, und fiir ein ideales Gas wird:

oV VR vR 1

= = =_ 1.21.1
T p T T (121.1)

ov vRT vRT 1
_ | _ - 1.21.2

woraus mit (1.15) fiir den Spannungskoeffizienten ebenfalls

op Q@ 1
=4- — = = — 1.21.3
<8T>V brr==pi=i=7 (1.21.3)

folgt.

1.2.1 Schwarzscher Satz und thermodynamische Relationen

Bilden wir die zweiten Ableitungen, also

9 <W> A <W> (1.22)
op \ 0T » oT \ 9p ) ,
wissen wir (sog. SCHWARZscher Satz), dafl die Reihenfolge der Differentiation beliebig

ist, wenn dV' ein totales Differential ist. D. h. in Gl. (1.22) kénnen wir das A durch
= ersetzen:
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a (oV o (oV
) = === . 1.2
dp <8T>p oT <3p>T (1.23)

Das ist die erste thermodynamische Relation; sie verkniipft die Druckabhéngigkeit des
thermischen Ausdehnungskoeffizienten mit der Temperaturabhéngigkeit der isother-
men Kompressibilitdt. Man benotigt also nur die genaue Kenntnis einer Grofle, um
die Steigung der zweiten zu bestimmen — eine Aussage von grofler Tragweite, die uns
bald viele Zugéinge zu sonst nur mithsam zu erhaltenden Sachverhalten verschaffen
wird.

Die Qualitét eines totalen Differentials ist gleichbedeutend mit der Aussage, daf3
bei der Integration einer Grofle der Integrationspfad irrelevant ist (Abb. 1.4). Damit
ist das Volumen die erste Grofle der Thermodynamik, bei der wir eine Potentialfunk-
tion erkennen.

V P,

P, Abb. 1.4. Die Volumenfunk-
tion V. = V(p,T) ist ei-
ne Zustandsfunktion. Um die
Anderung vom Zustand P;

P, (p1,Th, V1) nach Py (pa, Ty, V)

zu bestimmen, ist es uner-
heblich, ob der Weg iiber P,
(p2, T3, V2) oder Ps (ps3, T3, V3)

p gegangen wird, das Ergebnis

ist exakt dasselbe.

Beispiel 1.1 Bestimmung des Volumens eines Gases. Ausgehend von Gl. (1.17)
fithren wir die Anderung vom Zustand 1 nach dem Zustand 2 in zwei Schritten durch:

V(T,p2) = V(T1,p1) + AV, (1.24.1)
woraus fiir die Differenz AV folgt:
Ts,p2 T,p1 vV T5,p2
AV = av :/ (8) 4T + (81/) dp. (1.24.2)
T 7p1 T »P1 aT P Ts »P1 ap T

1.3 Reale Gase

Tatséchlich verhalten sich die Gase nur annédhernd ideal, um so besser, je niedriger
der Druck und um so héher die Temperatur sind, genauer: je entfernter die Tempera-
tur von der Siedetemperatur ist, noch genauer: je entferner die Temperatur von der
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V P,

P, Abb. 1.5. Die Volumenfunk-
tion V. = V(p,T) ist ei-
ne Zustandsfunktion. Um die
Anderung vom Zustand P

P, (p1,T1, V1) nach Py (pyg, Ty, Vi)

zu bestimmen, ist es uner-
heblich, ob der Weg iiber P,
(p2, T2, V2) oder Ps (ps3, T3, V3)

p gegangen wird, das Ergebnis

ist exakt dasselbe.

kritischen Temperatur ist, jenseits derer bei beliebigem Druck zwar fliissigkeitsidhnli-
che Dichten, aber keine Fliissigkeiten gebildet werden konnen, also Systeme, die eine
dynamisch verformbare Oberfliche aufweisen, mit der sie sich gegen die Umgebung
abgrenzen. Die Abweichungen von der Zustandsgleichung des idealen Gases werden
entweder mit einer Potenzreihe

pV = RT + Bp+ Cp* + . .. (1.25)
oder mit p = %
RT B(T) C(T)
= — —_— 1.
p= (1 + v + T + (1.26)

dargestellt, wobei die Klammer als Kompressibilititskoeffizient oder Realgasfaktor,
meist mit z benannt, bezeichnet wird, und man nennt die 1, B, C, ... Virialkoeffizien-
ten,® denen man spiiter eine physikalische Bedeutung unterlegt, oder man geht einen
analytischen Weg. Fiir ein typisches Gas ist z gegen den Druck dargestellt (Abb. 1.5).

1.3.1 van der Waals-Gleichung

Es war das Verdienst VAN DER WAALS’, als erster eine Naherungsformel fiir die
Abweichungen von der Idealitdt aufgestellt zu haben. Man findet namlich, dafl sich
mit zunehmender Dichte ein Gas immer mehr vom idealen Gas unterscheidet, bis es
schliellich kondensiert. Dafiir sind Kréfte zwischen den Molekeln verantwortlich, die
wir bisher negiert haben.

e Auf Grund der Tatsache, dal beim Kondensieren eine Fliissigkeit entsteht, de-
ren Molekeln sich gegenseitig beriihren, und wegen der um Gréfenordnungen

3vis (lat.): Kraft
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1 Gasgesetze

Abb. 1.6. Realgasfaktor
z= % fiir Methan bei 20 °C.
Nach Gl (1.24) sind Abwei-
chungen von 1 Kennzeichen
eines realen Gases. Das Auf-
treten eines Minimums 148t
das Gas zweimal als ,ideal”
erscheinen.

kleineren Kompressibilitdt folgerte er, dafi das Eigenvolumen vom dem Gas zur
Verfiigung stehenden Volumen abgezogen werden muf}: V- — V — b.

e Da sich die Gasmolekeln anziehen, folgt, dal der insgesamt vom Gas ausgeiibte
Druck kleiner als der eines idealen Gases sein mufl, da die Richtung dieser
Kraft nach innen zeigt. Diese Kraft ist proportional der Gasdichte, andererseits
ist der Druck selbst der Gasdichte proportional (DALTONsches Partialdruck-
gesetz). Folglich ist dieser Korrekturterm oc 1/V? und mufl dem gemessenen
Druck zugeschlagen werden, um an der algebraischen Form der Gasgleichung

festzuhalten (Abb. 1.6):

__ BT e
P=y Ty e

van-der-Waals-
Isothermen

unter-
kri-
tisch
kritisch
uber-
kritisch

InVIa. u]

(p+ ) (V=) = RT. (127)

Abb.1.7. Das nichtideale
Verhalten eines Gases ober-
halb des kritischen Punktes
wird durch die VAN DER
WaALs-Gleichung  beschrie-
ben.

Diese Gleichung ist dritten Grades in V', deren Wurzeln entweder alle drei reell
sind oder nur eine (und die beiden anderen konjugiert-komplex). In einem real exi-



1.3 Reale Gase 11

stierenden System entsprechen bei vorgegebenen p und T der VAN DER WAALSschen
Gleichung entweder ein Wert des Volumens oder deren drei. Bei hohen Temperatu-
ren sind die beiden Korrekturen klein, und wir kénnen mit dem idealen Gasgesetz
rechnen, bei tiefen Temperaturen dagegen erhalten wir drei Volumina (untere drei
Kurven).

Phénomenologisch findet man fiir jedes Gas drei spezifische Parameter, den kri-
tischen Druck, die kritische Temperatur und das kritische Volumen (die kritische
Dichte). Einige sind in Tab. 1.2 zusammengestellt.

Tabelle 1.2. Kritische Daten einiger Gase.

Substanz | Kritischer Druck | Kritische Temperatur | Siedetemperatur
[bar] K] °C K] °C
Wasser 217,5 647,4 374,3 373,2 100
Ethanol 63,1 516,6 243.,4 351.,9 78,9
COq 72,9 304,2 31 194,7 | —78,5
09 50,8 1544 —119 90,2 —183
No 35 126,1 —147,1 77,4 | —195,8
Ho 13 33,3 —240 20,4 | —252,8
‘He 2,26 5,3 —267,9 4,2 | —268,9
3He 1,15 3,33 —269,8

Schreibt man (1.27) um nach

V a pV %4 1 a
V_nR _a S S 1.28
b V-b V RT V-0 RIV (1.28)
wobei
v _ 1 ~1+£+b—2+ (1.29)
Vb 1-¢ 7 v vz '
sehen wir, daf} fiir grofle Volumina der dritte Summand sehr klein wird — wir kommen
ja vom idealen Gas und untersuchen nur kleine Stérungen vom Idealfalll —, woraus
fiir (1.28)
pV bz pV b— w5
LA AN /N A | 1.
RT "V Vv 7rRT TV (1.30)
folgt, sieht man durch Vergleich mit (1.26), daf
a
B~b—— 1.31
AT (1.31)

ist. B kann aus zwischenatomaren Potentialen U berechnet werden.*

4Die sich an der Systemgrenze befindlichen Molekeln werden einseitig durch zwischenmolekulare
Krifte zuriickgehalten. — Der Zusammenhang ist fiir sphérische Teilchen [2]



12 1 Gasgesetze

Ein typisches Wechselwirkungspotential ist das Potential nach LENNARD-JONES (LJ)
mit

U=——+—=. (1.32)
Fiir das Gas CO ergibt sich die Kurve nach Abb. 1.7. Man sieht, daf} B einen Null-

0.6 — . . . . Abb.1.8. Abhéingigkeit des

03 zweiten Virialkoeffizienten von
i / 1 der Temperatur. Man sieht,
0.0 dal B einen Nulldurchgang

hat. Bei dieser Temperatur,

s -03p T der sog. BovLE-Temperatur,
o -0.6-— co ] verhilt sich CO wie ein idea-
I les Gas.
-0.9+ 1
-1.2

250 300 350 400 450
TIK]

durchgang hat. Bei dieser Temperatur (7" = 345 K), der sog. BOYLE-Temperatur,
verhilt sich CO wie ein ideales Gas. Prinzipiell wird bei hohen Driicken oder hoher
Teilchenzahldichte der abstolende Teil des LJ-Potentials wichtiger. Hohe Driicke kann
man aber auch durch Temperaturerh6hung erreichen. Daher ist B fiir hohe Tempera-
turen immer positiv. Das Gegenteil gilt fiir niedrige Dichten oder tiefe Temperaturen.
Hier mufl der Druck eines realen Gases immer kleiner als der des idealen Gases sein;
B ist daher negativ.

1.3.2 Theorem der Ubereinstimmenden Zustinde

Aus der Existenz der kritischen Parameter geht hervor, dafl die Gase sich zwar dhn-
lich, aber keineswegs gleich verhalten, wie es uns das ideale Gasgesetz suggeriert. Um-
gekehrt erdffnet uns die Kenntnis dieser Parameter einen Weg, die unterschiedlichen
Funktionalitdten zu einer zusammenzufithren, indem die individuellen Me3werte eines
Gases auf seine kritischen Daten reduziert werden. Daf sich die Gase dann funktional
gleich verhalten wiirden, ist die Aussage dieses Theorems. Aus Gl. (1.27) ergeben sich

die Ableitungen
1 . _7[/ 3
B(Z)—szA/O (1 exp{ kBT}> dor.

B(T) = 27 Na /OOo (1 —exp{—k[B]T}) r? dr.
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(1.33)

und

d?p 2RT 6a
= - — —. 1.34
dv?  (V —b)3 V4 ( )
Da der kritische Punkt ein Sattelpunkt ist, verschwinden dort beide Ableitungen, und
es ergeben sich py, Ty und Vj:

RTk a

= - — 1.35.1
Px Vi — b ‘/kga ( )
RTk 2a
O=—r——=+—= 1.35.2
(AT 152
QRTk 6a
0= 75— — 1.35.3
Vb W 1959
als Bestimmungsgleichungen fiir a, b und R. Division von (1.35.2) mit (1.35.3) liefert
1
b=V (1.36.1)
das, in (1.35.2) eingesetzt, ergibt
9
a = SRLV, (1.36.2)
woraus wir schlieBlich, in (1.35.1) eingesetzt, einen Wert fiir py erhalten:
a
Pk = 5o (1.36.3)
Speziell am kritischen Punkt ist
nVe 3
=——=-=0,375 1.37
*T R, 8 (1.37)

und sollte fiir alle Gase gleich sein. Experimentell findet man fiir unpolare Gase Werte
zwischen 0,25 und 0,30. Das ideale Gasgesetz liefert ja fiir z immer Eins! Mit diesen
Werten erhalten wir die neue Form der VAN-DER-WAALS-Gleichung, mit der eine
Vielzahl von Gasen beschrieben werden kann:

9 RT\ Vi Vi
— V—-—=RT 1.38
@+8 V2>( 3) ’ (1.38)
oder, auf die kritischen Daten
P T Vv
rzinrzig r— T, 1.39
PR T TN (1.39)
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reduziert [Division durch py, Vi, Verwendung von (1.37)]:

1 Gasgesetze

3 1 8

= | (Vi — ) = -T,. 1.40
(i) (5-3) =3 A

das ist das Theorem der Ubereinstimmenden Zustinde (Abb. 1.8).
- : - : Abb.1.9. Realgasfaktor
2.0r T z = % fiir Argon bei —50 °C
Argon, - 50 °C 1 gegen den reduzierten Druck
(px = 48,5 bar), das ist
1,47 - Tyx. Man sieht auch

z,V, I

0.0 0.5 1.0 15
p/p,

fir Argon knapp oberhalb
der kritischen
deutliche Abweichungen von
der Idealitat [1].

Temperatur

Weiter ergibt sich aus dem Wert fiir b die Moglichkeit, den Molekiildurchmesser
in der VAN-DER-WAALSschen Néherung zu bestimmen. Wie aus Abb. 1.9 ersichtlich,
ist das effektive Volumen eines Molekelpaares achtmal das Volumen einer einzelnen

Molekel, also fiir eine Molekel davon die Hélfte:

Abb. 1.10. Das effektive Eigenvolumen eines
Molekelpaares ist 4- 4?” (%)3, also das achtfache
Volumen einer einzelnen Molekel. Das effekti-
ve Eigenvolumen einer einzelnen Molekel ist
gleich ihrem vierfachen Eigenvolumen.

4 14 4 3
Vet 2 = %03 = Vg1 = Sy (W (‘7) ) :

23

Daher beanspruchen N Molekeln ein Volumen von

(1.41)
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b= 4N, <4§ (‘;)3) . (1.42)

Die so ermittelten Werte fiir o stimmen frappierend mit denen auf andere Art
bestimmten Werten iiberein.® In der Tab. 1.3 sind fiir einige Gase die VAN-DER-
WaaALsschen Groflen a und b sowie o angegeben.

Tabelle 1.3. Werte fiir die VAN-DER-WAALSschen Konstanten ¢ und b und den Molekel-
durchmesser o fiir verschiedene Gase.

Gas a b o
12 bar/Mol?] | [I/Mol] | [A]
N, 1,41 0,0391 | 3,14
09 1,38 0,0318 | 2,93
CO, 3,64 0,0427 | 3,23
Ar 1,37 0,0322 | 2,94
CH,4 2,28 0,0428 | 3,23

1.4 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 1.1 Bestimmen Sie ap und kg fiir ein ideales Gas bei 0°C und 1 bar
und 100 bar. Bei welchem Druck besitzt ein ideales Gas eine Kompressibilitit von
1075 /bar, die der vieler Fliissigkeiten entspricht?

Loésung.
1 bar,0°C: oy, = 1/T A kp = 1/bar; (1)
100 bar,0°C : kp = 1072 /bar; (2)
10° bar : k7 = 107° /bar. (3)

Aufgabe 1.2 Bestimmen Sie die Volumenzunahme eines Kupferwiirfels (1 cm?)
(a =50,1-107%/K) bei der Erwiirmung von 0 auf 100 °C (nehmen Sie « als tempe-
raturunabhéngig an!)?

Loésung.

’Eine Moglichkeit besteht in der Messung der Viskositiit, s. a. Kap. 9.
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Vy = Vo(1 + aAT) (1)

Vy =50,1-10"" = 5 mm? (2)

Aufgabe 1.3 Um eine Langenausdehnung zu vermeiden, wird der Cu-Wiirfel an zwei
Seiten eingespannt. Mit welcher Kraft (E = 123 - 103> N/mm?)?

Lésung. Der lineare Ausdehnungskoeffizient ist /5 des kubischen, also 16,7-107%/K.
Also ist die lineare Ausdehnung

Al = 16,7 pm (1)

oder
e=0,17%. (2)
o0 =¢FE =2,05-10* N/cm? = 2050 bar. (3)

Aufgabe 1.4 Die isotherme Kompressibilitdt von Neon bei Raumtemperatur und 1
bar ist 1/bar, die von Kupfer 0,78 - 107%/bar. Bestimmen Sie die Volumeninderung,
wenn 50 cm?® beider Materialien von 1 bar auf ', bar entspannt werden!

Losung.
1 [oV
R = _V <8p>T = AV =~ —HTVAP. (1)
Neon:
AV ~ —(1bar ') - (=0, 5 bar) - (50 cm®) = 25 cm?. (2)
Kupfer:
AV ~ —(0,77-10"° bar™') - (=0, 5 bar) - (50 cm®) = 0, 02 mm?®. (3)

Die Annahme, dafl Ap infinitesimal klein ist, ist gut begriindet fiir Kupfer,
aber wegen seiner grofien Kompressibilitit eine sehr schwache Annahme fiir Neon.
Verédndert man namlich die Formel fiir die Kompressibilitat nach

. _ 1 fov e OV (4)
T — vV ap . T — ap T7

erhalt man bereits
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1 1
krdp = —dInV = 2 = mVl;»e/? V:»VQ—82cm:>AV—32cm (5)

etwas mehr also, und nach dem idealen Gasgesetz ist einfach

Vi =pVo= Vo =2-V; =100 cm® = AV = 50 cm®. (6)

Aufgabe 1.5 Bei 27 °C ist der isobare Ausdehnungskoeffizient von Neon 3,3-1073 /K
und der von Kupfer 5,01 - 107°/K. Wie grof§ ist die Volumeninderung, wenn 50 cm?
beider Substanzen um 5 K erwédrmt werden?

Losung.
1 [foV
ap = V <67—'>p = AV =~ O[TVAT. (1)
Neon:
AV = —(3,3-10°K 1Y) - (5K) - (50 cm®) = 0, 83 cm®. (2)
Kupfer:
AV~ —(5,01-107° K1) - (5K) - (50 cm®) = 12,5 mm®. (3)

Aufgabe 1.6 Wie grof§ ist die Druckerhohung in einem Fufiball mit dem Durchmes-
ser von 20 cm, wenn sein Volumen nach einem Spannstofl um 80 cm?® reduziert wird?
Luft verhélt sich bei RT ideal.

Losung.
47r 3
A
Ap = —VV bar = 19 mbar. (2)

Aufgabe 1.7 Nach dem Theorem der tibereinstimmenden Zustinde ergibt sich bei
Anwendung auf die VAN-DER- WAALS-Gleichung ein konstanter Wert des Quotienten

Vi
— 1

wobel die Indizes auf die Werte am kritischen Punkt hinweisen. Ermitteln Sie diesen
Wert fiir 2, mit den Bedingungen fiir den kritischen Punkt!

2k =

Losung. Die VAN-DER-WAALS-Gleichung lautet
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(p+15) (V=) =R, (1)

und am kritischen Punkt liegt ein Sattelpunkt (= Wendepunkt mit horizontaler Tan-
gente vor:

% . RTk 2a

e S 2
v Wb TV @
dp  2RT,  6a 3
dvz (Vk _ b)3 Vk4‘
Division von Gl. (2) durch Gl. (3) liefert

Vi
b= — 4
X (1
was durch Einsetzen in Gl. (2) einen Wert fiir a liefert:
9
a= gRTkVL. (5)
Damit erhalt man den Wert fiir den kritischen Druck zu
3 RT;
= —— 6
Px 3 ‘/k P ( )
mithin fir z:
Vi 3
== - 7
T RL, 8 (7)

Abweichungen von diesem Wert, der fiir viele Stoffe erstaunlich dicht getroffen wird,
sind auf andere zwischenmolekulare Krifte (Wasserstoffbriickenbindung) oder Quan-
teneffekte (Hy, He) zuriickfiithrbar.

Aufgabe 1.8 Zeigen Sie, daf fiir eine sog. zyklische Transformation gilt:

()3, 3,

wenn V =V (p,T) oder p = p(T, V) oder T'=T(V,p), woraus f(V,p,T) = 0 folgt!

Losung. Wir gehen aus vom totalen Differential

oV oV
— (22 ar+ (2= . p
av (a:r)pd +<ap>po (2)

Wenn die Anderungen d7" und dp so verkoppelt sind, dal dV verschwindet, muf
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oder

(or), =), (o

sein. Division durch die linke Seite ergibt

(), ), (%
oT , oV ).\ Op

ein allgemeingiiltiges Resultat, bekannt unter EULERs Kettenrelation.

Aufgabe 1.9 Zeigen Sie dafl

dz = ydo — xdy

kein totales Differential ist!

Losung. Die gemischten zweiten Ableitungen miifiten gleich sein, d.

-3,
),
3)-()

und

muf} folgen

was nicht der Fall ist.

Aufgabe 1.10 Zeigen Sie dasselbe fiir

dz = y?dx + 2zydy

und

dz = y*dx + zydy!

19
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2 Kinetische Gastheorie

2.1 Systemdefinitionen

Unter einem thermodynamischen System ist ein rdumlich beschrénktes Volumen zu
verstehen, fiir das Bilanzen gezogen werden kénnen. Diese konnen energetischer Art
sein, es konnen aber auch Bilanzen von Teilchen sein.

Ein abgeschlossenes System, dem keinerlei Wechselwirkung mit der Umgebung
moglich ist, in dem also die Teilchenzahl, das Volumen und die Gesamtenergie kon-
stant sind, befindet sich dann in thermischem Gleichgewicht, wenn Temperatur und
Druck iiberall gleich sind. Es wird als mikrokanonisches Ensemble bezeichnet und ist
durch die Bedingung (N, V| E) = const charakterisiert. Ein offenes System dagegen
tauscht sich mit seiner Umgebung, dem sog. Wirmereservoir, das sehr grofl gegen das
System sei, so lange aus, bis Druck und Temperatur sich angeglichen haben. Das kann
ohne Stoft- oder Teilchentransport verlaufen, man spricht dann von einem geschlosse-
nen System und bezeichnet es als kanonisches Ensemble. Hier ist also die Bedingung
(N,V,T) = const. Ist dagegen auch ein Austausch von Materie moglich, wird unter
Definition des sog. chemischen Potentials pu, worunter wir in dieser Naherung einfach
die auf die Teilchenzahl bezogene Energie einer bestimmten Spezies verstehen wollen,
die Bedingung fiir das grofflkanonische Ensemble zu (u, T, V') = const.

Wahrend es im Fall des mikrokanonischen Systems sehr leicht ist, System und
Umgebung voneinander abzugrenzen, wird das bei den beiden anderen Systemen zu-
nehmend schwieriger.

Um etwa Druckunterschiede auszugleichen, flielen Molekeln von einem Hochdruck-
in ein Tiefdruckgebiet, flieflen aus einem , heifle“ Gebiet Molekeln in ein , kaltes” Ge-
biet (Abb. 2.1). Die dabei ablaufenden Vorgénge heiflen kinetische Prozesse. Da das
System dabei von einem Zustand des Ungleichgewichts in einen Zustand des Gleich-
gewichts iibergeht, sind diese Vorgénge irreversibel.

B e
Abb. 2.1. Wirme flieft von
EEI?‘;"%sfg" | heilen Zonen nach kalten Zo-
nen.

21
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Wir werden uns zunéchst entweder mit abgeschlossenen oder geschlossenen Sy-
stemen beschéftigen.

2.2 Temperatur und Nullter Hauptsatz

In fliissigem und gasférmigem Aggregatzustand befinden sich die Molekeln in sténdi-
ger, chaotischer Bewegung, der sog. Wdarmebewegung. Diese Bewegung ist nicht auf
atomare Dimensionen beschrankt (BrROwNsche Molekularbewegung).

Werden zwei Korper in Beriihrung gebracht (sog. thermischer Kontakt), so findet
zwischen ihnen auf Grund der Zusammenstofle zwischen den Molekeln ein Energieaus-
tausch statt. Dafiir ist charakteristisch, daf§ die Energie vom wérmeren zum kélteren
Korper iibertragen wird, und zwar so lange, bis der Zustand thermischen Gleichge-
wichts erreicht ist. Dieser ist dann erreicht, wenn keine Temperaturunterschiede im
System mehr festzustellen sind. Dazu macht man folgendes Gedankenexperiment:

Zwei sich nicht beriihrende abgeschlossene Systeme seien jeweils in thermischem
Kontakt mit einem dritten, abgeschlossenen System (Wdarmebad). Dann gilt wech-
selseitig: Wenn sich die Temperaturen ausgeglichen haben, befinden sich alle drei
Systeme im thermischen Gleichgewicht. Dieser Zusammenhang wird als 0. Hauptsatz
der Thermodynamik bezeichnet.

Wir iiberlegten beim Wéarmetransport durch Wirmeleitung, dafl die Energie
durch StoBle zwischen Molekeln tibertragen wird (Physik I). Dieses atomare Bild wol-
len wir zur Charakterisierung dieses Prozesses den Energieiibertragung mit dem Be-
griff der Temperatur verbinden. Dazu kénnte prinzipiell jede Eigenschaft eines Korpers
benutzt werden, die vom Grad seiner Erwarmung abhéngt, z. B. die Ausdehnung einer
Quecksilbersédule, die im thermischen Gleichgewicht mit dem inkriminierten Korper
steht. Sie hat sich im téglichen Leben als sehr zweckméfig erwiesen; es ist aber of-
fensichtlich, daf sie fiir die Beschreibung beliebiger anderer Eigenschaften ungeeignet
ist, weil sie von den zufdilligen Eigenschaften bestimmter Stoffe abhdngt.

2.2.1 Absolute Temperatur

Es muf} folglich eine physikalische Grofie gefunden werden, die auch fiir andere Korper,
die mit dem betrachteten Gegenstand in thermischem Gleichgewicht stehen, denselben
Wert hat. Diese Grofe ist die mittlere kinetische Energie der Translation von Gasmo-
lekeln. Sind die Mittelwerte fiir die Molekeln zweier Gase gleich, so wird insgesamt
keine Energie iibertragen (obwohl einzelne Molekeln durchaus Energie austauschen),
und man definiert %5 dieser Gréfe als Temperatur:

2 2m,; <v’>
T = Eyni = 5 —, 2.1

wobei der Index das ite Teilchen bezeichnet. Die Klammern bedeuten den Mittelwert:
entweder den Scharmittelwert verschiedener Molekeln zum gleichen Zeitpunkt oder
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den Zeitmittelwert einer Molekel zu verschiedenen Zeiten, was sich meist als dquivalent
erweist (sog. Ergodenhypothese).

Auf Grund dieser Definition besitzt die Temperatur die Dimension einer Energie
und kann daher in entsprechenden Einheiten, z. B. Joule oder eV, angegeben werden.
Dagegen spricht zweierlei:

e Die Warmebewegung macht nur einen winzigen Bruchteil eines Joule aus;
e die Messung von Energien einzelner Teilchen ist aulerordentlich kompliziert.

Daher verwendet man das Grad als Einheit (FAHRENHEIT — CELSIUS — KEL-
VIN); dabei wird in Formeln fiir die CELSIUS-Temperatur 9 und fiir die KELVIN-
Temperatur T' geschrieben; die Einheit ist in beiden Fillen einfach ,, K“ [oft sieht man
noch °)], und der Umrechnungsfaktor zwischen Joule und Grad heift BOLTZMANN-
Konstante kg:

kg =1,38-107% J/K, (2.2)

bei der die Potenz deswegen so interessant ist, weil 1 Mol aus 6,02 - 10** Molekeln
besteht (AvOGADRO-Konstante). Das Produkt aus beiden ergibt

kN = R = 8,314 J/Mol K, (2.3)

die uns bereits als Gaskonstante bekannt ist. Der Umrechnungsfaktor zwischen 1 eV
und Grad ist 1 eV = 11 600 K. Bei Zimmertemperatur (80 Grad Fahrenheit oder 25 °C
oder 300 K) hat also jede Molekel eine mittlere kinetische Energie von 0,025 = 1/40
eV (oder 6,17 -1072! J) oder ein Mol eine solche von 2,4 kJ. Damit wird aus unserer

GL (2.1):

2 2m; <v?>
kgT = 3 Exin,i = 3 5 : (2.4)
Wir sehen, dafl wegen des immer positiven Quadrats der Geschwindigkeit die Tempe-
ratur immer positiv sein muf}. Dies ist aber kein Naturgesetz. Vielmehr gibt es Fiille,
bei denen das System in einem Zustand negativer Temperatur sich befindet (z. B.
Besetzungsinversion beim Laser).

Damit kénnen wir die Gl. (2.4) zur Geschwindigkeit auflosen:

3kpT
Vtherm. = V< 02> = B (2.5)

m

m ist die Masse einer Molekel oder eines an der BROWNschen Bewegung teilneh-
menden Teilchens. Bei jenen wird der Bruch mit Nj erweitert, so dafl das Produkt
mNy gleich dem Molekulargewicht p (in relativen Einheiten) ist:

T
Utherm, = V < 02 —1/3R —158\/7m/sec (2.6)
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Beispiel 2.1 <v?> von Ny bei 25 °C: Einsetzen in Gl. (2.6) ergibt mit einem Wert von 28
g einen Wert von 515 m/sec (= 1854 km/h), wihrend die thermische Geschwindigkeit von
Wasserstoffmolekiilen bei Raumtemperatur 1,9 - 103 m/sec, also etwa 2 km/sec betriigt.

Da in Gln. (2.5/2.6) die Masse im Nenner steht, ist klar, da§ die Warmebewegung
fiir Molekeln sehr bedeutend, fiir Mikroteilchen, die an der BROWNschen Molekular-
bewegung teilnehmen, noch endlich und fiir groflere Teilchen vollig unbedeutend ist.

2.3 Druck eines Gases

Ein Gas iibt auf Grund der Warmebewegung seiner Molekeln einen Druck auf die
Gefafiwénde aus, wobei ein Impulsaustausch stattfindet. Dieser Druck wirkt isotrop
und ist auf alle Gefédwinde gleich stark (Abb. 2.2).

V Abb. 2.2. Die Molekeln flie-

gen chaotisch durch den Raum

Z A und stoflen mit den Wénden

zusammen (elastischer Stof-

K mit Impulstransfer). Daher ist

\/ der in jede Richtung ausgeiibte

y Druck (p = F/A) in jedem

irdischen Behilter gleich grof3

(Absehen von Gravitationsef-
X fekten).

Die Einheit des Drucks im MKS-System ist 1 Pa:

N
1Pa=1—, (2.7.1)

also hat der Druck die Dimension Kraft/Fliche oder Energie/Volumen. 1 Pa ist eine
sehr kleine Grofle. Daher sind im Gebrauch:

1 bar = 10° Pa, (2.7.2)
1 at = 0,981 bar, (2.7.3)
1 atm = 1,013 bar = 1,033 at, (2.7.4)

1 Torr = 1, 333 mbar. (2.7.5)
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2.4 Zustandsgleichung (qualitativ)

Als makroskopische Figenschaften eines Korpers bezeichnet man diejenigen, die ihn
als Ganzes charakterisieren, ohne dafl seine molekulare Struktur betrachtet werden
(die natiirlich seine Eigenschaften bestimmen). Dazu zdhlen Druck, Volumen und
Temperatur, die nicht voneinander unabhéngig sind, sondern nur zwei wahlbar sind,
wihrend sich die dritte Grofle als eindeutige Funktion der beiden anderen ergibt.
Dieser funktionale Zusammenhang heifit Zustandsgleichung.

Die Zustandsgleichung kann nur fiir einfachste Systeme ermittelt werden. Zusétz-
lich wird die Situation durch die gleichzeitige Anwesenheit mehrerer verschiedener
Substanzen erschwert. Da wir nach der Abhéngigkeit zwischen drei Groflen fragen,
mufl man dreidimensionale Koordinatensysteme konstruieren, auf denen die Zustands-
gleichung flachig aufgetragen wird. Gewohnlich stellt man daher Schnitte durch die
Fléache dar, bei denen eine Gréfle konstant gehalten wird.

e p konstant: Isobaren;
e 7" konstant: Isothermen;

e |/ konstant: Isochoren.

Der Zustand thermischen Gleichgewichts erfordert Gleichheit der Temperatur und
des Drucks in allen Teilbereichen des Systems. Anderenfalls wiirden Ausgleichsprozes-
se ausgelost. Unter einem Prozef verstehen wir eine beobachtbare Anderung mehrerer
Zustandsgrofen.

2.5 Ideales Gas

Ein Gas, bei dem von der Wechselwirkung zwischen den Molekeln abgesehen wer-
den kann, bezeichnet man als ideales Gas. Die Gesamtenergie des Gases, also seiner
Bestandteile: seiner Molekeln, besteht nur aus kinetischer Energie. Daher gelten die
Gleichungen der Mechanik dafiir exakt. Wegen der Vielzahl der Molekeln betrachtet
man aber nur die statistische Gesamtheit.

Ein Gas sei in einen Kubus der Linge [ eingeschlossen. Wie hoch ist der Druck
auf die sechs Wande? Dazu bestimmen wir den Impulsaustausch mit einer Wand:

Ap = mv, — (—muv,) = 2mu, (2.8)
mit m der Molekelmasse. Da es den Weg zur Gegenwand in der Zeit

=" (2.9)

Vg

zuriicklegt, benotigt es die Zeit 2T bis zum néchsten Stoflereignis an dieser Wand.
Innerhalb einer Sekunde geschieht dieses also mit der Frequenz
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Vg

V=g (2.10)
wobei nach Gl. (2.8) pro Sekunde der Impuls
vy mo?
p=2mu, v = 2mv$2—}: = z (2.11)

iibertragen wird. Damit ist die an der Wand angreifende Gesamtkraft F), die von
allen N Molekeln ausgeiibt wird,

1 N
F, = i > mu,. (2.12)
i=1

Bei N Molekeln kann dies Summe als Produkt von N mit dem Mittelwert m <v?>
geschrieben werden. Da alle drei Richtungen véllig gleichberechtigt sind, gilt weiter

m <vi>=m <v;>=m <v; >, (2.13.1)
und wegen
vl 402+ v =0 (2.13.2)
2 1 2
m <v,>= 3™ <vE>, (2.13.3)

somit fiir die Gesamtkraft

1IN

Jetzt ist das Volumen des Kubus V = [? und seine Seitenfliche A = (2, so dafl

3 1%
Fp = pl* = pT = pTa (2.15)
womit wir
1 2 m<vi> 2
V=-Nm<v’>=-N—""="NF, 2.16
Py =g sr == 2 3 K (2.16)

erhalten. Man sieht daraus sehr schon, daf3 der Druck tatséchlich eine Energiedichte
ist. Mit unserer Temperaturdefinition in Gl. (2.4) (fiir eine Molekel) kombiniert, ergibt
sich auf andere Weise die Zustandsgleichung des idealen Gases (N = Ny fiir 1 Mol
und R = kgNy)

2 2
kg1 = 5 Ekin,z’ /\pV = gNEkin,i =1 MOI, N = Ny : pV = RT. (217)
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Diese Gleichung gilt fiir alle idealen Gase. Gerade durch die Definition als ,ideales
Gas“ verliert jedes Gas auch den letzten Rest seiner Identitit.! Jedes Gas besteht
jedoch aus atomaren oder molekularen Individuen und verhélt sich daher — vor
allem bei Anndherung an den Siedepunkt — immer weniger als ideales Gas.

Aus Gl. (2.17) ergibt sich ferner fiir das Molvolumen (v = 1 AN = Ny) bei STP:

Vag =22,41: (2.18)

Satz 2.1 Gleiche Volumina verschiedener Gase enthalten bei gleichen Driicken und
gleichen Temperaturen dieselbe Anzahl von Molekeln (Regel von AVOGADRO).

2.5.1 Partialdruckgesetz von Dalton

In der Gl. (2.17) steht ein i,

2
kgl = 3 Exin,is (2.19)

das die individuelle Molekel charakterisiert. Die anderen koénnen gleich- oder auch
verschiedenartig sein, so dafl das NV auch eine Summe aus verschiedenen Molekelsorten
sein kann:

N = Z N;, (2.20)

wobei V; die Anzahl der Molekeln der i-ten Gassorte bezeichnet. Damit ergibt sich

pV = NikgT + NokpT + ..., (2.21)
wobei
Ni
i = — kT 2.22
p VB ( )

wenn nach Voraussetzung jede Gassorte das ganze Volumen einnimmt. Damit setzt
sich der Gesamtdruck aus den Einzel- oder Partialdriicken zusammen:

p=n: (2.23)

und wir erhalten das DALTONsches Partialdruckgesetz auf eine andere Weise.

"Wir miissen beachten, da R die Dimension Joule/Mol K hat; das v in Gl (2.17) hat die
Eigenschaft einer Stoffmenge; die Einheit ist Mol; fiir v = 1 ist N = Nj.
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2.5.2 Boltzmann-Formel

Die an den Molekeln eines idealen Gases in einem Kraftfeld (Schwerefeld) angreifenden
Kréfte sind nicht iiberall gleich, sondern von Ort zu Ort verschieden. Einfachster
Fall: eindimensionales Feld in z-Richtung (z. B. radial gerichtet). Wie grof} ist der
Druckunterschied Ap auf die Flachen eines Einheitskubus in Feldrichtung, wenn die
Gasdichte n = N/V ist und die Fliache A, auf die die Kraft F' wirkt?

dp=nFdzANdp =—dzn ((iiU = —ndU. (2.24)
z

Da wir ein ideales Gas angenommen haben, fiir das

pV = NkgT'V p = nkpT, (2.25)

dann gilt bei Temperaturgleichheit in diesem Gas

dp = kgT'dn, (2.26)
was mit Gl. (2.24)
dn 1
woraus
Inn = v + const (2.27.2)
kT o

oder der BoLTZMANNschen Formel

n = nge”U/kBT (2.28)

folgt, mit In ny der Konstanten bei U = 0. Wir haben damit eine Vorschrift gewonnen,
die Aussagen iiber die relative Verteilung der Molekeln, reduziert auf die Energie
U = 0, ermoglicht. — Da sich der Druck von der Dichte im vorliegenden Fall durch
den konstanten Faktor kg1 unterscheidet, gilt diese Formel auch fiir den Druck:

p = poe” /M7 (2.29)

Fiir ein Schwerefeld gilt U = mgz mit m der Molekelmasse, und bei der (irrealen)
Voraussetzung T # T(z) erhalten wir die Barometerformel

p = poe "9/ kBT (2.30)
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2.5.3 Maxwell-Verteilung

Fiir den Fall eines idealen Gases A ist die Energie einer einzelnen Molekel ausschlief3-
lich kinetische Energie, also

1
E = §mA122. (2.31)

Da die Geschwindigkeiten v der einzelnen Molekeln verschieden voneinander sind,
stellt sich die Frage, wie hédufig die unterschiedlichen Geschwindigkeiten sind, also die
Frage nach der Geschwindigkeitsverteilung f(v). Es liegt nahe, dafiir den Borrz-
MANNschen Ansatz zu verwenden. Nach Gl. (2.28) schreiben wir anstelle U fiir die
Innere Energie Fy, und erhalten
L f(F) = const ¢~ Fuan/kaT (2.32)

Nno
Da nach Gl. (2.31) die kinetische Energie proportional dem Quadrat der Geschwin-
digkeit der Molekeln ist, gilt folglich

f(v) = const exp (—ZZ:;) : (2.33)

Beriicksichtigen wir noch, daf§ fiir die drei Raumrichtungen die Gleichung fiir die
Kugel gilt, da nach Voraussetzung keine Richtung ausgezeichnet sein soll: 2
v} =02+ v + 02, (2.34)

dann ist die Zahl dN der Molekeln, deren Geschwindigkeitskomponenten in den In-
tervallen zwischen v, und v, + dv,, v, und v, + dv, sowie v, und v, + dv, liegt,

TI’LAU2
2kgT

dN = const f(v)dv, dv, dv, = const exp (— ) dv, dv, dv,. (2.35)

2.5.3.1 Bestimmung der Konstanten. Die MAXWELL-Verteilung kann in einer
Form geschrieben werden, die die Verteilung der Molekeln auf die Betrége der Ge-
schwindigkeiten anzeigt. Dazu mufl die Bestimmung der Gesamtzahl der Molekeln
vorgenommen werden, fiir die bei unterschiedlichen Geschwindigkeitskomponenten
Uz, vy und v, die Summe v + vg +v? gleich ist. Die Méglichkeit, aus verschiedenenen
Zahlen nun die gleiche Summe zu bilden, nimmt mit der Grofle der Zahl drama-
tisch zu: die Zahl der Realisierungsmoglichkeiten steigt steil an. Dieses statistische
Gewicht wird in Abb. 2.3 veranschaulicht; es ist dies offenbar die Summe der (in-
finitesimal kleinen) Volumenelemente einer Geschwindigkeits-Hohlkugel mit v dem
Radiusvektor, der Dicke v + dv und der Oberfliche 4mv?.

2 Auf die drei Raumrichtungen miissen die Geschwindigkeiten deswegen gleichméiBig verteilt sein,
weil es sonst eine Vorzugsrichtung gibe, in die sich die Molekeln bewegen wiirden.
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Abb.2.3. Ein Volumenele-
ment mit den Seitenldngen
dvg, dvy, dv, und dem Ab-
stand v vom Mittelpunkt bil-
det ein (infinitesimal kleines)
Volumenelement einer Hohl-
kugel mit den Oberflichen
47 (v + dv)? und 4o

Ersetzt man also in der MAXWELL-Verteilung das Produkt dv, dv,dv, durch
472v%dw, ergibt sich die Zahl der Molekeln mit Geschwindigkeiten zwischen v und
v+ dv:

2
dN = const exp <—;’:§;> v?dv. (2.36)

1,00 F T T T 3 0,06

0,75 H

—— Maxwell-Boltzmann

0,04 +

f(E)

—— Maxwell-Boltzmann

0,50 <T>=25eV
= 0,02} <T,>=10eV
* 0,25
0,00 £ . . n 0,00 & . . . :
0,0 2,5 5,0 7,5 10,0 0 10 20 30 40 50
T, [eV] T, [eV]

Abb. 2.4. Vergleich der Verteilungsfunktionen fiir Elektronen nach MAXWELL-BOLTZMANN
fiir zwei verschiedene Elektronentemperaturen.

Die Konstante ergibt sich dann durch Normierung der Verteilungsfunktion auf
Eins. Die Verteilungsfunktion ist Null bei v = 0, erreicht bei einem bestimmten Wert
v = vy ein Maximum und fallt bei weiter wachsender Geschwindigkeit wieder ab. Das
Maximum ergibt sich die Extremalbildung von Gl. (2.36) zu

2 kT
Umax = || —2— (2.37)
ma

Wie bei jeder unsymmetrischen Verteilung liegt der Mittelwert auflerhalb des Maxi-
mums. Das ist in Abb. 2.4 fiir Elektronen in einem Plasma gezeigt, die sich nach MB
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verhalten (sollen). Wie ersichtlich, ist der haufigste Wert sehr viel niedriger als der
Mittelwert des Geschwindigkeitsquadrates. Die mittlere Geschwindigkeit ist

8kgT
<v>= S (2.38)
T™ma
das mittlere Geschwindigkeitsquadrat ist
3kgT
<v?>= BT (2.39)
ma
so dafl
2
By = ma <Uy> §kBT (2.40)
2 2
folgt.

Satz 2.2 Bei gleicher Temperatur besitzen die Molekeln gleiche mattlere kinetische
Energie (Gleichverteilungssatz).

2.6 Mittlere freie Weglinge

In Gasen sind die Molekeln ziemlich weit voneinander entfernt und bewegen sich
als freie, praktisch nicht wechselwirkende Teilchen. Fine Wechselwirkung besteht nur
dann, wenn sie untereinander zusammenstoflen. Diese Eigenschaft unterscheidet Gas
und Fliissigkeit, deren Molekeln dauernd miteinander wechselwirken, so dafl nicht von
einzelnen Zusammenstofien gesprochen werden kann.

Die Zusammenstofle erfolgen vollig chaotisch (streifend, zentral, frontal, recht-
winklig sind einige ausgezeichnete Positionen). Daher ist auch der Weg, den die Mo-
lekel zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stoflen zuriicklegt, von Mal zu Mal unter-
schiedlich. Daher definiert man die mittlere freie Wegldnge \ oder . Wenn <wv > die
mittlere thermische Geschwindigkeit ist, ist

<v>

AX<U>T = , (2.41)
Vm

mit 7 der Zeit zwischen zwei Stoflen und v, der StoBifrequenz. Alle Groflen werden in
der Molekularkinetik haufig und parallel verwendet.

Wann tritt ein Stoflereignis ein? Wenn sich zwei Molekeln mit zwei unterschied-
lichen Geschwindigkeiten so nahe kommen, dafl nach dem Stofl andere Geschwindig-
keiten resultieren.

Was ist nahe? Sind Molekeln nicht Punktmassen? Molekeln besitzen ein Volumen;
sie werden als Kugeln angenéhert. Die Zielfliche, die eine zweite Molekel treffen muf,
wird Wirkungsquerschnitt, Streuquerschnitt oder kurz Querschnitt genannt und mit
o bezeichnet (Abb. 2.5).
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Beispiel 2.2 Der grofite Abstand, bei dem bei Molekeln mit dem Radius 7 eine Beriihrung
erfolgen kann, ist 2rg. Die Zielfliche wird also durch einen Kreis begrenzt, dessen Radius
2rq ist und dessen Mittelpunkt im Mittelpunkt der betrachteten Molekel liegt. Folglich ist
der Wirkungsquerschnitt selbst?

o = 4mrg. (2.42)

Abb. 2.5. Eine Molekel stoBt
auf einem Weg von 1 cm Linge

\ / mit allen Molekeln zusammen,
1cm die innerhalb seiner Grund-
fliche liegen. Wie daraus er-

sichtlich, ist das !/; des Streu-
querschnitts.

Beispiel 2.3 Wir betrachten eine Molekel mit der Querschnittsfliche o, die einen Weg von
s = 1 cm zuriicklegt. Dabei schneidet sie einen Zylinder der Fliche o heraus (Abb. 2.4).
Wenn die Teilchenzahldichte n ist, dann befinden sich im Zylinder no Molekeln. Folglich
erleidet die Molekel auf ihrem Weg no Zusammenstofie. Damit ist die mittlere freie Weglédnge

1
—_— 2.4
A X - (2.43)

die mittlere freie Wegliinge ist nur von der Gasdichte abhiingig!?

Beispiel 2.4 Luft bei 0°C und 10° Pa (1 atm): n ~ 3 - 10" /cm?, 0 ~ 0,5 10716 cm? =
A~ 0,1pum. <v>~5-10* cm/sec (500 m/sec) = 7 ~ 0,2 nsec.

2.7 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 2.1

e Beschreiben Sie mittels der kinetischen Gastheorie die Grundlagen des Effusio-
meters! Denken Sie an kinetische Energie, Massen und Dichten der Gase! Bei
gleichen Driicken und Temperaturen verhalten sich die Molekulargewichte der
Gase wie ihre Dichten.

3Tats#chlich sind die meisten Molekeln weder Kugeln, noch sind sie fest. Da jedoch die WW
mit der Entfernung stark abnimmt, erfolgt erst dann ein Zusammenstofl, wenn sie einander nahezu
,streifen*.

4o ist ganz schwach temperaturabhiingig und nimmt mit sinkender Temperatur geringfiigig zu,
z. B. fiir Wasserstoff um 20 % von 4100 nach —100 °C.
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e Wie lautet der Energiesatz volumenspezifisch?

e Wie breitet sich der statische Druck in einem Volumenelement aus (hydraulische
Presse)? Ist er eine richtungsspezifische Grofie oder nicht?

Losung. Nach BERNOULLI ist der Staudruck gleich der Dichte der kinetischen Energie

1
T (1)
und nach dem Gleichverteilungssatz die mittlere kinetische Energie aller Gasmolekeln

im thermischen Gleichgewicht gleich. Also ist fiir zwei verschiedene Gase der Dichten

p1 und psy
U1 P2
R 2
U2 P1 @)

Aufgabe 2.2 Schitzen Sie mit Zahlen aus der Vorlesung die mittlere freie Weglénge
bei 130 Pa (1,3 mbar, 1 Torr) ab! Dasselbe im Hochvakuum, 1 mPal

Losung. Bei 1 bar (1 atm) betrégt A fiir Ny etwa 650 A bei 1 mbar oder 1,3 Torr (3
Groflenordnungen niedriger) entsprechend 65 pm, bei 1 mTorr etwa 5 mm.

Aufgabe 2.3 Wie hingt die mittlere freie Weglinge vom Gasdruck ab? Ab welchem
Druck wird es sinnlos, diesen Begriff zu verwenden?

Losung. Die mittlere freie Wegliange ist

1 T

no  kgT op (1)
Der Durchmesser von Luftmolekiilen ist knapp 2 A, der Radius also 1 A, folglich
o~1,2-107" cm?. In die Gegend typischer Gefafidimensionen von einigen zehn cm
kommt man also mit einem Startwert von n = 2,610 Molekeln/cm?® bei 105 Pa auf
eine Teilchenzahldichte von n = 8, 3-10'3 /cm?, was einer Reduktion um 2,6/8,3-10° =
3 - 10° entspricht. Der Druck ist also 0,3 Pa. Unter diesem Druck gilt die kinetische
Gastheorie nicht mehr, da Sté8e mit der Wand nun haufiger werden als zwischen den
Molekeln. Also gelten auch die Stromungsgesetze (BERNOULLI, TORRICELLI) nicht
mehr. Der Gasstrom durch eine enge Offnung ist bei Uberdruck

V=A-j=Aa @, (2)
V' p

im KNUDSEN-Bereich, wo [ ~ A, gilt dagegen

A
j=<v>pp, (3)

der Gasstrom ist also geringer als im Bereich der viskosen Reibung.



34 2 Kinetische Gastheorie

Aufgabe 2.4 Bestimmen Sie aus der MAXWELL-BOLTZMANN-Verteilung den Anteil
der Luftmolekeln mit v = 1 km/sec und denjenigen mit v > 10 km/sec.

Losung. Erster Teil: falsche Fragestellung, es mufl immer ein Intervall angegeben wer-
den, denn die Wahrscheinlichkeit, Molekeln mit einer bestimmten Geschwindigkeit in
einem bestimmten Intervall dx dydz anzutreffen, ist das Produkt aus Verteilungs-
funktion und diesem Intervall:

N
w = — f(vg, vy, v,)dz dy dz. (1)
No

Zweiter Teil: Bei RT ist die mittlere Geschwindigkeit der Luftmolekeln etwa 500
m/sec, die nachgefragte Geschwindigkeit ist also 20-mal, die nachgefragte Energie

also 400-mal so hoch. Also ist im Exponenten der MB-Verteilung
e100. 3/, also ldcherlich klein.

Aufgabe 2.5 Bestimmen Sie aus der MAXWELL-BOLTZMANN-Verteilung die am
héufigsten vorkommende, die mittlere Geschwindigkeit und die Wurzel aus dem mitt-
leren Geschwindigkeitsquadrat. — Fiir diese Aufgabe benotigen Sie die Integrale

/_o:o exp{—av®}dv = 2/000 exp{—av’}dv = \/Z; (1)

o0 1
/0 vexp{—av’}dv = o (2)

/OO v? exp{—av?}dv = 2 /0o v? exp{—av?}dv = \/7; (3)
00 0 2a V a

/OO v? exp{—av?}dv =
0

242’
/Oo vt exp{—av?*}dv = 2/OO vt exp {—cw2} dv = 3\/?. (5)
—o0 0 4a?V a

Losung. Es ist nach Mittelwerten gefragt. Der (arithmetische) Mittelwert einer dis-
kreten Grofie (z. B. habe der Bruchteil f; = N;/N der Molekiile die Eigenschaft X,
der Bruchteil fo = Ny/N die Eigenschaft X ...) ist gegeben durch

Xifi
=5 (6)
i

L=

<X >=

s

Der Mittelwert einer sich kontinuierlich verandernden Grofle ist
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X f(X)dx
<X>= W (7)

Im Falle einer normierten Verteilungsfunktion hat der Nenner den Wert Eins. Ist das
nicht der Fall, hat das Integral einen anderen Wert und ist gleich dem Normierungs-
faktor.

Nach dieser Vorschrift ist also das Integral iiber das Geschwindigkeitsquadrat:
das mittlere Geschwindigkeitsquadrat < v? >, die Geschwindigkeit: die mittlere Ge-
schwindigkeit, zu bilden, auflerdem noch durch Differenzieren der MB-Verteilung die
haufigste Geschwindigkeit (Maximum der MB-Verteilung).

Maximum bei

vo = +/2ksT. (8)

<v2>:/_o:ov2f( ,/ QWBT / vexp{ <2kBT>}dU 9)

kT
V<> = 3;. (10)

<u>=/_oo v_4m/ 27rBT / v exp{ <2kBT>}dv (11)

8kpT
\/ 2ksT = : 12
V™m b ™m (12)

<v>=

Aufgabe 2.6 Bestimmen Sie die mittlere Austrittsgeschwindigkeit von Cesium-
Atomen (molare Masse: 132,9 g) aus einem kleinen Loch eines ,, Atomofens®, der
bei 750 °C betrieben wird, um einen Atomstrahl zu bilden!

Losung. Es ist ein eindimensionales Problem, folglich benutzen wir die eindimensio-
nale MB-Verteilung

m muv?
J ) =\ gt &P <_ QkBT> ’ (1)

integrieren aber von v, = 0 bis v, = oo:

< vy >= / v f (vg)do 1/27T/€BT vexp( 2kJBT> v (2)

oder
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[ m 00 muv?
< Uz 27kaBT 0 Ve CXP ( 2k33T> ! (3>
m k’BT Qk?BT
L, >=2 =4/ . 4
< Yz > \/ 2rkpT m m™m (4)

Setzen wir die angegebenen Zahlen ein, ergibt sich fir < v, >: 214,9 m/sec.

Aufgabe 2.7 Zeigen Sie, daf§ fiir die Molekiile eines idealen Gases die Wurzel aus
dem mittleren Geschwindigkeitsquadrat v/ < v? > allein aus makroskopischen Mes-
sungen (dazu zdhlen Messungen der Gasdichte, Viskositit, Warmeleitfahigkeit .. .)

bestimmbar ist! Bestimmen Sie v/ < v? > fiir Sauerstoff Oy (Molmasse 32 g) und Was-
serstoff (Molmasse 2 g), jeweils bei 273 K und 1 bar (10° Pa).

Loésung.

1
pV:§M<v2> (1)

3p]\‘2 =<v?> (2)

3];:\/< v? >, (3)

32 3760
pu— pu— 2 p— . 2
p(O2) 52,4 1,43 g/l = /< v(02)? > \/1,73 10? em /sec. (4)

v(0Og) = 460 m/sec. (5)

v(Hy) = \/?U(Og) = 1840 m/sec. (6)

Aufgabe 2.8 1 g Wasser werde gleichméBig iiber die Erdoberfléche verteilt (r = 6370
km). Berechnen Sie die Flichendichte der Molekiile (pro cm? oder pro mm?)!

Losung. 1 g HyO entspricht 6,023/18 = 0,33 - 10* Molekiilen. Die Erdoberfliche
berechnet sich nach

O = 4mr? =5,1-10° km? = 5,1 - 10* mm?. (1)

330 - 10%

1109 = 64,5 Molekuele/mm?. (2)
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Aufgabe 2.9 Ein Versuch, um die AVOGADRO-Konstante groflenordnungsméflig zu
bestimmen, besteht in der sog. Spreitung eines Molekiils, z. B. Esters des Glycerins mit
Olséure, C3H;5(C17H33C0O0)3, auf Wasser, wobei ein monomolekularer Film entsteht,
dessen Dicke also gleich der Lange des Molekiils ist. Es wird angenommen, dafl der
Raumbedarf eines Ester-Molekiils einem Kubus entspricht, dessen Kantenldnge der
Molekiillinge gleich ist. Wenn die Molmasse 884 g ist und die Dichte 0,91 g/cm?:
wie groB ist N, wenn ein Tropfen Ol des Volumens 0,024 mm?® einen Olfleck eines
Durchmesers von 16 cm erzeugt? Losung. Die Schichtdicke betragt

Vo 0,024-1076

A=144-10"%ecm* AV = 1728 - 107 cm® = 1728 A 3. (2)

970

N=———  =0,56-10%. 3
1728 - 1024 ’ (3)
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3 Thermische Prozesse

3.1 Geschichte

Im folgenden wollen wir die Begriffe Energie, Arbeit und Wérme kritisch untersuchen.
Historisch liegen die Wurzeln in Bayern. In seiner wechselvollen Vita gelangte BEN-
JAMIN THOMPSON, Graf VON RUMFORD (1753 — 1814), von Massachussetts an den
bayerischen Hof und stellte fest, dafl beim Bohren von Kanonenrohren unglaublich
viel Wérme entstand, mit der man z. B. Wasser zum Kochen bringen konnte (1798).
Je ldnger der Bohrvorgang dauerte, um so mehr Wasser konnte man zum Kochen
bringen. Er war als erster davon iiberzeugt, dal Warme als prasumtiver Warmeflufl
durchaus keine stoffliche Qualitiit habe (wie etwa der Ather, der noch anfangs des 20.
Jahrhunderts durch die elektromagnetische Theorie geisterte und erst durch den ne-
gativen Existenzbeweis von MICHELSON und MORLEY aus den Kopfen verschwand!),
sondern eine Manifestation der Energie darstelle. 1842 formulierte dann der Arzt Ro-
BERT MAYER als erster das Aquivalenzprinzip von Wirme und Arbeit. JOULE war
dann der erste, der dieses Prinzip quantitativ nachwies. Bei seinem Versuch iibertrug
er die mechanische Energie eines fallenden Gewichtsstiicks durch ein Rollensystem auf
einen Riihrer, der in Wasser tauchte und dieses erwérmte, da es gegen die Umgebung
thermisch isoliert war. Aus der gemessenen Temperaturerhchung und der Masse des
Wassers konnte die entstandene Wiarme berechnet und mit der vom Gewichtstiick
verrichteten Arbeit bei vernachlédssigter Reibung des Rollensystems berechnet wer-
den. Aus der Gleichsetzung beider Energien wurde das Widirmedquivalent berechnet
— heute eine beliebte Praktikumsaufgabe. Mafleinheit der Warmemenge ist heute
das Joule. Oft findet man noch die Bezeichnung cal oder kcal. Der Zusammenhang
ist

1cal =4,18J. (3.1)

3.2 Vorgehensweise

Im folgenden werden wir als Arbeitsmedium Gase verwenden. Wie wir wissen, beste-
hen Gase aus Molekeln, deren Abstand grofi gegeniiber ihren Dimensionen sind [unter
Standardbedingungen (STP) etwa einen Faktor 10]. Fiir die Giiltigkeit der hier be-

39



40 3 Thermische Prozesse

schriebenen Zusammenhénge und Gesetze ist die atomare Kornigkeit aber irrelevant.
Sie wiirden auch bei anderer Struktur der Materie giiltig sein. Wir bestimmen die Ar-
beit, die das System, aus eingesperrtem Gas bestehend, gegeniiber seiner Umgebung
bei einer Expansion verrichtet. Prinzipiell ist das unter mehreren Randbedingungen
moglich:

e Das Gas expandiert gegen einen verschiebbaren Kolben, indem ihm genau so
viel Warme zugefithrt wird wie bei der Expansion an Arbeit geleistet wird;
das System tauscht mit dem Wirmeservoir Energie aus, die Temperatur bleibt
konstant (isothermer Prozef}; entweder irreversibel oder reversibel);

e das Gas tauscht bei konstantem Volumen mit dem Wirmereservoir Energie aus
(isochorer Prozess, reversibel);

e das Gas expandiert bei konstantem Auflendruck gegen einen verschiebbaren
Kolben und tauscht mit dem Wéirmereservoir Energie aus (isobarer ProzeS,
reversibel);

e das Gas expandiert gegen einen verschiebbaren Kolben, aber das System ist
gegeniiber dem Wiérmereservoir thermisch isoliert, weswegen Temperatur und
Druck abnehmen (adiabatisch, reversibel);

e das Gas stromt in ein evakuiertes Gefalkonstanten Volumens, das zum abge-
schlossenen System gehort (Uberstromversuch von GAY-LUSSAC, adiabatisch,
irreversibel);

e das Gas stromt durch eine Drossel in ein zweites Gefal; in dem der Druck
niedriger ist als im ersten, das zum abgeschlossenen System gehort (Versuch
von JOULE und THOMSON, adiabatisch, irreversibel).

e Der einfachste Fall aber ist eine vollstiandig irreversible Prozefiihrung, bei der
die zugefiihrte Warme nicht dazu benutzt wird, irgendeine mechanische Arbeit
zu leisten, sondern ausschliellich zur Erhohung der Energie des Gases verwen-
det wird, etwa, indem kein Kolben das erwérmte Gas gegen die Umgebung
abschliefit. In diesem Fall wird die gesamte Wérmeenergie vergeudet.

Reversible Prozefifithrung bedeutet, dafl die Geschwindigkeit, mit der sich der
Kolben bewegen darf, niedrig ist. Es ist klar, daf dies auf die mittlere Geschwindigkeit
der Molekeln bezogen ist, denn wir hatten im Kap. 2 gesehen, dafl <v>= % ist (GL
(2.41).

Diese Prozeffithrung ist idealisiert. Befindet man sich ndmlich im Gleichgewicht,
ist natiirlich keine Arbeitsleistung moglich, denn wir befinden uns ja im Potential-
minumum. Tatséchlich sollte ein derartiger Prozefi dadurch moglich sein, dafi das
Potentialminimum nur um einen infinitesimalen Betrag verlassen wird. Dann ist eine
Umkehrung der Richtung der Prozeffiilhrung jederzeit mdoglich.
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3.3 Arbeit und Wirmemenge

Bei seiner Ausdehnung verschiebt ein Korper die in seiner Umgebung vorhandenen
Gegensténde, leistet also an ihnen Arbeit.

3.3.1 Druckvolumenarbeit

Das im zylinderformigen Kolben (V' = Ah) unter dem (externen) Druck pe, einge-
schlossene Gas dehne sich bei Warmezufuhr aus und verschiebe den Kolben um die
Strecke dh (Abb. 3.1). Dabei falle der Druck von p; auf ps = pex. Wir stellen uns dabei

__L Abb.3.1. Das im zylin-

derformigen Kolben unter dem
Druck pex eingeschlossene Gas
verschiebt den Kolben um dh
und verrichtet dabei die Ar-
beit dW = Fdh = pexAdh =
PexdV = W = pexy AV,

vor, dafl sich in dem eingesperrten Gas bei Warmezufuhr die Temperatur und damit
der Druck erhohen. Da dies den thermodynamischen Kriterien widerspricht, antwortet
das Gas mit einer Ausdehnung seines Volumens. Wenn es sich um den externen Luft-
druck handelt, ist dieser natiirlich wahrend der ganzen ProzeBzeit konstant. Wahrend
des Prozesses ist der Druck innerhalb des Kolbens jedoch nicht konstant. Dann ist
bei jeder infinitesimalen Anderung von V

AW = pexdV, (3.2)

woraus sich fiir die integrale Arbeit

W = pex(‘/2 - ‘/1> (33)

ergibe: Die Druckvolumenarbeit oder Ausdehnungsarbeit hinge nur vom externen
Druck und der Volumenénderung ab, nicht dagegen von der Form des Korpers (dies
gilt z. B. nicht fiir Festkorper). — In einem pV-Diagramm wiirde die geleistete Arbeit
als Flache dargestellt (Abb. 3.2), in diesem Fall ein Rechteck bei der Expansion eines
idealen Gases vom Volumen V; auf das sehr viel groflere Volumen V5 unter einem
Druck po, der sehr viel kleiner (= 1 bar) als der Eigendruck p; ist.
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Abb. 3.2. Die beim konstan-
ten Druck ps = pex geleistete
Arbeit ist das Rechteck dW =
PexdV = W = peX(VQ - Vl)

3.3.1.1 Reversibilitit und isotherme Druckvolumenarbeit. Um den Prozef3
reversibel zu gestalten, mufl allerdings jeder infinitesimale Schritt umkehrbar sein.
Daher muf} der (in Wirklichkeit konstante) Auflendruck pey in jedem dieser Schrit-
te dem sich dndernden Innendruck py, virtuell gleich sein. Diese Prozedur spielen
wir nun mit einem idealen Gas durch, das sich in thermischem Kontakt mit einem
Waérmereservoir befindet, so daf§ seine Temperatur immer gleich bleibt, zunéchst in
zwei Schritten, und zwar zunéchst eine isotherme Volumenexpansion von V; nach V,
beim gegeniiber dem Anfangsdruck p; reduzierten Druck ps und dann unter einem
erneut reduzierten Druck ps (= 1bar) auf das Zielvolumen V3. Man sieht (Abb. 3.3),
daf die (nutzbare) Arbeit gegeniiber Abb. 3.2 deutlich erhoht ist.

Abb. 3.3. Variiert man den
externen Druck in zwei Stufen
(vom Eigendruck p; auf py und
von dort auf ps, ist die mecha-
nische Arbeit bereits deutlich
hoher.

Macht man den Prozefl beim sich kontinuierlich veréindernden Druck bei gleicher
Temperatur, dann ist die entlang einer Isotherme geleistete Arbeit schliefilich die
Fliche (Abb. 3.4)

dW = —pexdV = —pinedV, (3.4)

was mit dem idealen Gasgesetz zu
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RT

—7dV =—RTdInV (3.5.1)
wird, woraus leicht
W — —RTn 22 (3.5.2)
Vi

folgt, da sich Anfangs- und Endzustand bei gleichem Druck durch ihre verschiedenen
Volumina unterscheiden.

Abb. 3.4. Die beim verander-
lichen Druck vom idealen Gas
geleistete Arbeit ist die Fléche
AW = pndV = fdv =
RTdInV = W = RTIn {2.

3.3.1.2 Isobare Druckvolumenarbeit. Arbeiten wir nicht isotherm, sondern iso-
bar, dann ist die beim Ubergang von 77 nach T, geleistete Arbeit ist das Rechteck,
das durch die Gleichung

/dW — pedV = p(Va — Vi) = R(To — T1) (3.6)

definiert wird (Abb. 3.5). Auch hier bezicht sich p auf den von der Umgebung auf das
System ausgeiibten externen Druck pey (s. Diskussion im Abschn. 3.3.1.1).

3.3.2 Technische Arbeit

In dem eben erwidhnten Fall befindet sich das Arbeitsmedium in Ruhe. Tatséchlich
arbeiten aber alle Maschinen in periodischer Folge. Daher mufl das Arbeitsmedium
durch die Maschine flieen. Eine Arbeitstakte einer einfachen Maschine sind in Abb.
3.6 gezeigt.

1. Das Arbeitsmedium stromt mit konstantem Druck in den Zylinder ein. Der
Kolben wird von Position 0 bis zur Stellung 1 geschoben. Dabei gibt es die
Druckvolumenarbeit
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[oX
. Abb. 3.5. Die beim konstanten
Druck vom idealen Gas geleistete
_ Arbeit ist die Fliche [dWV =
[ pexdV = p(Va—V1) = R(T2—Th).
—>
]
]
N
[]
Abb. 3.6. Die drei Takte ei-
nes Prozesses bei einer konti-
nuierlich arbeitenden Maschi-
ne. Anfangs- und Endzustand
L liegen bei unterschiedlichem
<«—
Druck.
<«
an den Kolben ab. Das Einlaflventil wird geschlossen.
2. Das Arbeitsmedium dehnt sich auf das Volumen V5 aus, dabei fillt der Druck
von p; nach py. Dabei gibt es die Druckvolumenarbeit
2
W = / pdV (3.7.2)
1
an den Kolben ab.
3. Das Ausfluiventil wird geoffnet; das Gas wird vom Kolben beim konstanten

Druck py herausgedriickt, der sich dann wieder auf der Anfangsposition 0 be-
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findet. Dabei wird die Druckvolumenarbeit
W3 = pQ‘/Q (373)

dem Gas zuriickgegeben.

Die Bilanz ist folgende:

e Das Medium fithrt dem Kolben zwei Beitrage zu: Wy = p;V; und Wy = f12 pdV.
e Der Kolben gibt an das Arbeitsmedium W3 = py V5 ab.

e Die technisch nutzbare Arbeit ist also:

2 2
Wiechn = p1Vi +/1 pdV —poVy = —/1 V dp, (3.8)

weil wir ja Anfangs- und Endzustand vergleichen. Die unterscheiden sich aber im
unterschiedlichen Druck, und wir sehen das im pV-Diagramm so (Abb. 3.7):

Abb.3.7. Die beim verander-
lichen Druck vom idealen Gas
geleistete Arbeit ist die Fléche

0 ; - S W = (0, p2) (Va, p2) (Va, 1) (0, py ).

Fiir ein ideales Gas ist p;V; = poV5, und daher braucht man in diesem Fall
die Druckvolumenarbeit und die technische Arbeit nicht zu unterscheiden.

3.4 Kreisprozef3

Bei einem Kreisproze$ kehrt der Korper in seinen Ausgangszustand zuriick (Abb. 3.8).
Verrichtet das Gas z. B. auf dem oberen Weg von 1 nach 2 Arbeit, wird an ihm bei
der Kompression von 2 nach 1 Arbeit verrichtet. Sind die beiden Arbeiten verschieden
grof}, verbleibt ein Restbetrag: die eingeschlossene Flédche im pV-Diagramm.
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Abb. 3.8. Kreisprozefl mit
T unterschiedlichen  Arbeitslei-
stungen auf dem Weg a von
1 nach 2 und zuriick auf dem
Weg b von 2 nach 1, womit
ein Restbetrag verbleibt: die
eingeschlossene  Flache im
pV-Diagramm.

3.5 Innere Energie

Leistet ein Korper Arbeit, ohne daf§ er aus der Umgebung Energie zugefiihrt bekommt,
muf} er diese Arbeit auf Kosten seiner Inneren Energie U verrichten. U setzt sich aus
der kinetischen Energie der Molekeln und der potentiellen Energie der Wechselwirkung
zwischen den Molekeln zusammen.

Im allgemeinen ist die bei einem Prozef geleistete Arbeit verschieden von der
Anderung der Inneren Energie, da der Kérper auch ohne Leistung einer mechanischen
Arbeit aus seiner Umgebung Energie aufnehmen oder abgeben kann, die man als
Wiérmeenergie bezeichnet.

Allgemein gilt: Energie, die vom Korper (System) aufgenommen wird, wird posi-
tiv, Energie, die vom Koérper (System) abgegeben wird, negativ bewertet.

3.6 1. Hauptsatz

Damit setzt sich eine infinitesimale Anderung der Inneren Energie aus mindestens
zwei Anteilen zusammen: sie nimmt zu, wenn das System Warme aufnimmt, und sie
nimmt ab, wenn das System Arbeit (z. B. mechanische Arbeit) leistet. Im Fall des
idealen Gases ist

U=Q+W, (3.9)

woraus fur das totale Differential

dU =dQ + dW (3.10)
folgt oder mit AW = —pdV:

AU = dQ — pdV. (3.11)
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Satz 3.1 1. Hauptsatz der Thermodynamik: Die Innere Energie eines Systems ist bei
thermischen Prozessen konstant.

3.7 Zustandsfunktion

Wie aus Abb. 3.8 ersichtlich, hingen Arbeit und Warmemenge nicht nur von Anfangs-
und Endzustand ab, sondern auch vom Verfahrensweg. Dagegen hat die Innere Ener-
gie U diesen Mangel nicht; ihre Anderung héngt nur von Anfangs- und Endzustand
ab und ist gleich der Differenz AU = U; — U;. Dies ist das Kriterium fiir eine Zu-
standsfunktion.

Satz 3.2 Fine eindeutige Aufteilung von AU in Wiarmemenge QQ und Arbeit W ist
nicht maoglich.

Insbesondere ist bei einem Kreisprozel AU = 0, woraus [ dU = 0 folgt, wihrend
die vom System aufgenommene Wirme () und von ihm geleistete Arbeit W von
Null verschieden sind und iiber () = W zusammenhéngen. Um dies zu kennzeichnen,
wird zumeist dem @ das Differential ,d*“ verweigert und mit §' bezeichnet. § gibt
differentielle Verinderungen von Funktionen an, die vom Weg abhéngen, und deren
zyklisches Integral verschieden von Null ist.

Beispiel 3.1 Ein Gewicht wird auf zwei Wegen von Position 1 (Himmel) nach Position
2 (harter Boden) gebracht. Entweder es féllt hinab, dann wird seine kinetische Energie
in einem irreversiblen Prozef vollstindig in Wéarme umgewandelt. Oder es ist mit einem
zweiten Gewicht iiber eine Rolle in Verbindung, und dann wird bei vernachléssigter Reibung
des Flaschenzugs in einem reversiblen Prozefl die potentielle Energie in kinetische Energie
und diese in Hubarbeit umgewandelt. Offenbar haben beide Prozesse denselben Anfangs-
und Endzustand, und AU ist negativ, da Energie vom System an die Umgebung abgegeben
wurde. Beim ersten Prozef} ist die nutzbare Arbeit W Null, @) ist negativ, da vom System
abgegeben, beim zweiten Prozefl dagegen ist () Null und W besitzt einen negativen Wert,
denn es wurde vom System Arbeit geleistet (Abb. 3.9).

Beispiel 3.2 Eine Kammer sei zur Hélfte bis zu einer Trennwand mit einem idealen Gas
gefiillt, die andere Hilfte sei leer. Durch Offnen eines Ventils stromt das Gas ins Vakuum
(irreversibler ProzeB). Es wird keine Arbeit geleistet, die Anderung der Inneren Energie
ist Null. Wird dagegen die Klappe durch einen Kolben ersetzt, wird dieser durch das Gas
bei der Entspannung verschoben. Bei dieser Verschiebung leistet es Arbeit (reversibler Pro-
zeB). Die Arbeitsleistung wird moglich, weil diese Energie der Inneren Energie des Systems
entnommen wird. Soll der Prozef3 isotherm gefahren werden, ist also eine Zufithrung des
Wirmedquivalents der Arbeit erforderlich: AU = 0V §Q = 6W, die von auen (aus dem
Wiirmereservoir) entnommen wird.? Dies ist eine Ausfithrung des Gasexpansionsmotors

(Abb. 3.10).
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ol L

Anfangszustand irreversibler reversibler
Prozefs ProzeR
Q=0
Endzustand W=0 W negativ
Q negativ

Abb. 3.9. Ein Versuch, zwei Variationen: Links der Anfangs- und Endzustand, die sich
durch verschiedene potentielle Energien des Systems unterscheiden. In der Mitte die irre-
versible Variation, rechts die reversible. AU ist in beiden Fillen gleich negativ.

Abb. 3.10. Ein Versuch, zwei Va-
riationen: Links die irreversible Vari-
ante der Entspannung eines idealen

0,%V 0,%V : : .
' Gases, rechts die reversible Variante,
das Prinzip des Expansionsmotors. Es
| wird isotherm reversibel Arbeit gelei-
P, V b, V stet. AU ist in beiden Féllen Null.

Im Unterschied zur Zustandsgrofle U, deren Integral des totalen Differentials dU
vom Weg unabhéngig ist, gilt dies fiir die Prozefigrofien (Q und W nicht.

3.8 Wiarmekapazitéit und Enthalpie

Wir betrachten einen Korper, dessen Temperatur bei Zufithrung der Warmemenge
d@) um d7T' steigen moge. Das Verhéltnis

_de
AT
bezeichnen wir als Wdarmekapazitit. Es gibt zwei verschiedene Randbedingungen, bei

denen C gemessen wird: Entweder lassen wir den Druck konstant oder das Volumen.
In diesem Fall ist dV' = 0 und nach Gl. (3.10):

C (3.12)

kleine Variation
2Damit unterscheidet sich der Gasexpansionsmotor fundamental von einer gespannten Feder, bei
der die Energie im System steckt.
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o (), (3),

Die Erwarmung eines Korpers bei konstantem Druck dagegen fiithrt zwar zu ei-
ner Erhohung seiner Inneren Energie, jedoch muf§ er gleichzeitig mechanische Arbeit
leisten:

5Q, = dU + pdV. (3.14)

Wegen der Bedeutung dieser Prozeffithrung (sehr viele Prozesse erfolgen bei norma-
lem konstanten Luftdruck) fithren wir eine neue ZustandsgroBe ein,

H=U+pV, (3.15)

die sog. Enthalpie,® genau wie U eine Zustandsfunktion, da die Summe zweier Zu-
standsfunktionen wieder eine Zustandsfunktion ergibt, und deren Differential lautet:

dH = d(U + pV) = dU + pdV + Vdp. (3.16)
p ist in der allgemeinen Definitionsgleichung (3.15) aber der vom System ausgeiibte
Druck — also nicht etwa auf ideale Gase beschriankt. Einsetzen von (3.14) in (3.16)
liefert

dH = 6Q, + Vdp, (3.17)

wobei der letzte Term bei konstantem Druck wegfillt, so daf§ sich

dH =6Q, (3.18)

ergibt, und die Warmekapazitéit bei konstantem Druck kann damit geschrieben wer-

den als
B d@ B dH
o (29) - (1) o

Dies ist gleichzeitig die MeBvorschrift. Das Interesse an der Kenntnis von C),
beruht darauf, dal es bedeutend einfacher ist, die Warmekapazitit bei konstantem
Druck als bei konstantem Volumen zu messen:

e Bei der Bestimmung von C'y fester und fliissiger Substanzen treten hohe Driicke
auf;

e bei Gasen sind die Molwédrmen um Gréflenordnungen kleiner, und damit ist die
Warmekapazitédt des Behalters grofier als die des untersuchten Gases, womit die
Korrekturen grofler als das eigentliche Resultat selbst werden.

3en (griech.): in, thalpein (griech.): erhitzen, also Wirmefunktion; H steht fiir den GroSbuchsta-

ben Eta.
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Bei Gasen lait sich C), sehr genau messen, indem man die Gase bei bekannter
Geschwindigkeit durch ein Rohr stromen l&8t und sie mit elektrischer Energie W
aufheizt. Miffit man die Ein- und Austrittstemperatur, gilt

d@ dv
P=—=C,—AT 3.20
de Pde (3.20)

mit 9 der pro Zeiteinheit durchstrémenden Stoffmenge (hier: Molzahl) [4].

3.9 Le Chateliersches Prinzip

Die Warmekapazitit C), ist immer grofler als die Warmekapazitéat Cy

Cp > Cv. (321)

Das bedeutet: Bei gleicher Warmezufuhr erwérmt sich ein isobares System weniger als
ein isochores. Dies gilt immer, auch fiir die wenigen Félle, bei denen bei Erwarmung
das Volumen abnimmt.

Satz 3.3 LE CHATELIERsches Prinzip: Fin System, dessen Gleichgewichtszustand
durch einen dufleren Zwang gestort wird, reagiert in der Weise, das es dem dufSeren
Zwang auszuweichen versucht.

Beispiel 3.3 Einem mit seiner Umgebung sich im Gleichgewicht befindlichem System
fithren wir eine bestimmte Wérmemenge zu, wobei das Volumen konstant gehalten wird.
Dies fithrt zu einer bestimmten Temperaturerhohung (AT)y . Infolge der Erwiarmung erhoht
sich auch der Druck, was zu einer Verletzung der Gleichgewichtsbedingung fiihrt, nach der
die Driicke im System und seiner Umgebung gleich sein miissen. Nach dem LE CHATE-
LIERschen Prinzip muf} sich das System zur Wiederherstellung des Gleichgewichts um einen
gewissen Betrag abkiihlen. Um die gleiche Temperaturerhchung zu erzielen, muf3 folglich
bei konstantem Druck ein hoherer Betrag an Warme zugefithrt werden als bei konstantem
Volumen:

(AT), < (AT)y = C, > Cy. (3.22)

3.10 Spezifische Wiarme von Gasen

Ideales Gas: keine zwischenmolekulare Wechselwirkung =- die Warmekapazitét, gleich,
ob fiir konstanten Druck oder konstantes Volumen, hidngt nur von der Temperatur,
aber nicht von Druck und Volumen ab.

Die Wirmekapazitét, bezogen auf eine Menge (gleich, ob Masse oder Mol), wird
spezifische Wirme ¢ genannt, speziell die auf 1 Mol bezogene Molwdrme. Auf Grund
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der Zustandsgleichung pV' = nRT besteht fiir 1 Mol ideales Gas die besondere Bezie-
hung

H=U+pV=U+RTl=c¢,=cy+R. (3.23)

Beispiel 3.4 Molwérme eines Edelgases. U ist die Summe der kinetischen Energien aller
Molekeln. Mit unserer Temperaturdefinition ist fiir ein Mol

3 3
3 5
cy = §R Aep = iR; (3.25)

es gibt keine Abhéingigkeit von der Temperatur.

Das Verhéltnis der Molwérmen bezeichnet man meist mit v, selten mit x (wegen
der Verwechslungsgefahr mit der Kompressibilitét):

=2 3.26
V= (3.26)
und es betrigt fiir ein Edelgas
5
T=3= 1,67. (3.27)

Die Bestimmung der Molwirmen fiir mehratomige Gase ist wesentlich kompli-
zierter, da durch Warme auch kinetische Energie der Rotation und der Schwingung
angeregt werden kann (diese allerdings nur fiir schwere Molekiile). Zudem héngt die
spezifische Warme zusétzlich von der Temperatur ab, so friert z. B. die Rotation des
Ho-Molekiils bei 80 K ein. Daher hédngen fiir zweiatomige Molekiile die Molwérmen
wie folgt ab:

2 4
cV:B;R/\cp:g;R:W:;:LZL (3.28)

3.11 U und H als Zustandsfunktionen zweier Parameter

In Wirklichkeit ist die Innere Energie eines Gases aber auch volumenabhéngig und
damit iiber die Zustandsgleichung, die den Zusammenhang zwischen V,T und p be-
schreibt, auch druckabhéngig. Damit hingen die Grolen U und H von T und V' bzw.
von T und p ab. Thre Anderungen werden beschrieben durch

ou ou
we (%) e () ar o9

bzw. durch
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OH OH
H=|Z=) dar+ (= . .
d <8T>pd +<ap>T dp (3.30)

Wir konnen fiir ein ideales Gas die beiden Beitriage aus den Gln. (3.2) — (3.4),
(3.10) und (3.16) leicht identifizieren zu

dU = ¢y dT — pdV, (3.31)
dH = ¢, dT + V dp. (3.32)

3.11.1 Thermodynamische Relationen

Weiter gewinnen wir aus den Gln. (3.29) und (3.30) die néchste Abteilung unserer
thermodynamischen Relationen:

o (oU 0 (oU
ar (o), = av (o), 53

0 (0H 0 (0H
5T (ap> = o <8T> 339

Wir konnen iiber die Messung der Volumen- bzw. Druckabhéingigkeit der spezifischen
Wiirme die sonst unzugénglichen Abhéngigkeiten der Volumenabhéngigkeit der Inne-
ren Energie bzw. der Druckabhéngigkeit der Enthalpie bestimmen.

3.12 Adiabatische Prozesse

3.12.1 Expansion in das Vakuum

GAY-Lussac untersuchte als erster, ob die Energie eines Gases nicht nur von sei-
ner Temperatur, sondern auch von seinem Volumen abhénge. Ein Gas, das in einem
Volumen Vj unter dem Druck p; stehe, stréme durch einen Hahn oder iiber ein Dros-
selventil in ein gleich grofien Gefdafl sehr niedrigen Drucks (man spricht dann von
Vakuum, Abb. 3.11). Als Wiarmebad verwendete er Wasser. Da dabei keine Arbeit
geleistet wird, sollte sich die Innere Energie nicht &ndern. Damit verédndert sich auch
die Temperatur des Gases nicht, wihrend der Druck auf die Hélfte gefallen ist. Also
bleibt auch die Wassertemperatur konstant.

Das Ergebnis entsprach den Erwartungen. Sehr bald wurde die Prozeffithrung
GAvY-Lussacs allerdings von JOULE und THOMSON kritisiert. Als erstes bemerkten
sie, dafl Wasser gegeniiber einem Gas ein denkbar ungeeignetes Medium ist, ist doch
seine Warmekapazitit die grofite iiberhaupt, so dafi dort kleine Energieéinderungen
des Gases kaum merkbar sind. Wenn also die Innere Energie eines Gases vom Volumen
abhinge, miiffite man eine andere Versuchskonfiguration wéhlen.
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Abb. 3.11. Sog. Uberstromversuch von GAy-LussAc. Vorher: Ein ideales Gas des Drucks
p1 stromt in ein Vakuum (lks.), eingetaucht in ein Wasserbad als Wérmereservoir. Dabei
erniedrigt sich sein Druck beidseitig des Ventils auf ps (re., nachher). Da keine Arbeit
geleistet wird, dndert sich seine Innere Energie nicht: Uy = Us.

3.12.2 Adiabatische Expansion

1. Das Gas steht immer unter einem Druck, der gleich seinem eigenen ist.

2. Es findet kein Warmeaustausch mit der Umgebung statt.

Wie aus Abb. 3.12 ersichtlich, 148t sich Bedingung (1) leicht dadurch erfiillen, daf
der Prozef3 hinreichend langsam ablauft: wird der Kolben zu schnell herausgezogen,
konnen die Molekeln dem Kolben nicht schnell genug folgen, und es entsteht ein
Unterdruck, wird er zu schnell hineingestoflen, wird das Gas sich lokal erwdrmen, was
zu einer Drucksteigerung fiithrt. Die Kolbengeschwindigkeit darf also nicht grofler als
die mittlere Geschwindigkeit des Gases sein,? eine Bedingung, die sich leicht erfiillen

1Bt
—
—

Abb. 3.12. Adiabatischer Prozef3 der Expansion: Ein langsames Herausziehen des Kolbens
gewahrleistet die Aufrechterhaltung thermischen Gleichgewichts.

Daher ist die Realisierung eines adiabatischen Prozesses meist an die Erfiillung
von Forderung (2) gebunden: die gute Wéirmeisolation.” Je schneller ein ProzeB
ablduft, um so wahrscheinlicher ist er adiabatischer Natur. Allerdings ist dies eher

4genauer der Schallgeschwindigkeit
Sgriech.: so daB nichts hindurchgeht.
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ein technisches, also nachrangiges Problem. Adiabasie eines Prozesses bedeutet folg-
lich hinreichend langsam, nicht hinreichend schnell!
Bei einem adiabatischen Prozef dndert sich die Innere Energie U des Gases:
dU =6Q + oW =6Q — pdV = dQ = dU + pdV. (3.35)
da nach Voraussetzung d@) Null ist, vereinfacht sich Gl. (3.35) zu

AU + pdV = 0. (3.36)

Fiir ein ideales Gas héngt die Innere Energie nur von der Temperatur ab, es gilt
also fiir 1 Mol (p = RT'/V, ¢y ist konstant) mit Gl. (3.31):

dT dVv
chT+pdV:0:>cV?+R7:d(cvlnT—i—Ran):0, (3.37)
woraus als erstes
cyInT + RInV = const = TV = const (3.38)

folgt und weiter nach Ziehung der 1/cy-ten Wurzel und unter Beriicksichtigung von
cp —cy = I

T VR/CV =T V(CP*CV)/CV =T V’y*17 (339)

wobei wir von der mit Gl. (3.26) eingefithrten Grofle v Gebrauch gemacht haben. Mit
der Gleichung fiir das ideale Gas kombiniert:
gl
TV ' =const AT = p];/ = p]‘%/ : “// = pV7 = const, (3.40)
die PoissoNsche Adiabatengleichung. Wie aus Abb. 3.13 ersichtlich, fillt damit eine
Adiabate steiler ab als eine Isotherme.

Stellt man das Volumen als Funktion des Druckes dar, sieht man, das die Stei-
gung der Isotherme nun steiler als die der Adiabate ist (Abb. 3.14).% Dies ist die
Kompressibilitat. Es ist also die adiabatische Kompressibilitdt r.giap oder kg kleiner
als die isotherme k:

a 1/~
pVi=a=V = (p) , (3.41.1)
v d [(a\
b 3.41.2
v-d (p) , (3.41.2)
/=1
av 11M<1>1 ( 1>
av_Lan(l N 3.41.3
dp v P p? ( )

5Die Steigung m der Umkehrfunktion ¢’ ist —1/f/ der Urfunktion.
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15 T T

10F \ Adiabate E
10+ Adiabate i
— — 1 3 E
S ]
G, .S', Isotherme
a 51 i a
0,1F
Isotherme
0,0 2,5 5,0 0 1 2 3 4 5
Va. ul] Va.u]

Abb. 3.13. Die Adiabate fallt steiler als die Isotherme ab. Dies ist in der semilogarith-
mischen Darstellung wesentlich besser zu sehen als in der linearen, die (als Prinzipskizze)
zumeist in der Literatur dargestellt wird.

/Y
v 1, (1)1 (1)

- =——a — p- =, 3.41.4
dp y P p? ( )

av 1 (a\""
— == , 3.41.5
dp Y <p> ( )

1dv 1
-4 3.41.6
s Vidp  pvy ( )

5 5 y

4 4+ -
— — Isoth
= 3 3 3t sotherme i
S 2 S, )
> > i Adiabate

1t

Adiabate 1t
Or Isotherme
0 5 10 15 0,1 1 10
pla.ul] p[a. u.]

Abb. 3.14. Als Funktion p — V dargestellt, fillt dagegen die Adiabate flacher ab als die
Isotherme. Die Steigung dieser Funktionen ist die Kompressibilitédt .

Da v immer gréfler als Eins ist, folgt allgemein
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kg < KT. (3.42)

Dagegen ist die Erwédrmung bei adiabatischer Kompression nicht zwangslaufig.
Dieser Sachverhalt ergibt sich ebenfalls auf Grund des LE CHATELIERschen Prinzips.
Wird némlich ein Korper adiabatisch komprimiert, dndert sich die Temperatur der-
art, dafl der Kompression entgegengesetzte Vorgiange ausgelost werden. Die meisten
Korper dehnen sich nun bei Temperaturerhohung aus; fiir diese nimmt bei adiabati-
scher Kompression die Temperatur zu. Fiir die wenigen, fiir die das nicht gilt, fallt
dagegen die Temperatur.

3.12.3 Joule-Thomson-Prozef}

Um die Prozefifiihrung beim GAv-LussAcschen Experiment zu verbessern, verwen-
deten JOULE und THOMSON das Gas selbst als Wérmebad. Sie entspannten ein Gas
iiber eine Drossel (z. B. eine Watteschicht, in der die Gasgeschwindigkeit auf nahezu
Null herabgebremst wird), indem sie es ganz langsam vom Volumen V; beim Druck
p1 in ein anderes, zunéchst leeres Gefafi mit Volumen V5 und niedrigerem Druck po
stromen lieen (Aufbau in Abb. 3.15), wobei sich die Driicke wihrend des Versuchs
nicht d&ndern sollen. Da kein Wéarmeaustausch mit der Umgebung stattfindet, muf3 die
von den Kolben geleistete Arbeit gleich der Anderung der Inneren Energie des Gases
sein. Der linke Kolben leistet die Volumenarbeit W, = p; V] bei der Verdrangung des
Gases aus dem Volumen Vj. Andererseits leistet das Gas Volumenarbeit gegen den
Druck po, und zwar Wy = poV5, insgesamt wird also die Arbeit

W =p Vi —pVs (3-43)

verrichtet.

Ps P2

Abb. 3.15. Ein ideales Gas des Drucks p1, das sich anfangs im Volumen V; befindet, stromt
langsam durch eine Drossel adiabatisch in ein zweites, zunéchst leeres Volumen mit Druck
p2 (p1 > p2); durch das langsame Stromen wird Strahl- und Wirbelbildung verhindert).
Bewegliche Kolben halten die Driicke fix auf dem anfangs eingestellten Wert. Das stromende
Gas bzw. die Kolben verrichten Volumenarbeit. Insgesamt bleibt die Enthalpie konstant:
H, = H>.

Diese Arbeit ist gleich dem Zuwachs an Innerer Energie:
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AU = U, — Uy
= 0Q + oW
3.44
= 04+piVi —p2Va ( )
Uy, — U, = piVi —paVa
Ui +piVi = Us + paVa, (3.45)

wobei die Indizes wieder auf Anfangs- und Endzustand hindeuten. Damit bleibt die
Enthalpie bei diesem Versuch konstant; es handelt sich um einen isenthalpischen
Prozef:

H, = H,. (3.46)

3.12.3.1 Innere Energie und Enthalpie. Beim JOULE-THOMPSON-Versuch ist
evident, dafl wir neben dem Warmestrom zusétzlich einen Teilchenstrom beobachten.
Da diese Teilchen iiber kinetische Energie, also Warmeenergie, verfiigen und einen
Strom von A nach B erzeugen, ist dies ein konvektiver Transport, der zu den beiden
ProzeBgréfien §TW und §Q hinzutritt, die die Anderung der Zustandsgrofe U definie-
ren. Wihrend d(pV') ein totales Differential ist, ist dies fiir die ProzeBgréie W nicht
der Fall.

3.12.3.2 Reale Gase. Da bei einem idealen Gas sowohl die Innere Energie wie auch
die Enthalpie nur von der Temperatur abhédngen, folgt umgekehrt aus der Enthalpie-
Gleichheit auch Konstanz der Temperatur bei diesem Versuch.

Im Falle realer Gase éndert sich dagegen die Temperatur, und zwar bedeutend.
So kiihlt sich Luft von RT und 200 bar bei einer Entspannung auf 1 bar um etwa 40 K
ab. Um dies etwas quantitativer zu machen, schreiben wir fiir die Anderung unserer
Enthalpie mit Gl. (3.30)

0H OH
dH = | — | dT — ] dp=0. A4
(ar) e (5, 647
P
Damit miissen die beiden Summanden entgegengesetzt gleich sein:
OH oH
— | dTT=—-|—] d A4
(ar) o= (5),» 548
p

woraus fiir die Temperaturdnderung AT bei Variation des Drucks fiir kleine Ande-
rungen von p (Ap =~ dp) folgt:

ary (%),

( Ap)H L. (3.49)
Dabei ist ¢, AT die Warmemenge, die dem System zuzufiithren wire, um die Tem-
peratur des Systems konstant zu halten, die durch die energetischen Effekte der
Druckénderung, die sich sowohl in AU wie Aw manifestieren, sinkt. Aus Gl. (3.49)
ergeben sich die zwei Moglichkeiten
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e 1>0:Ap < 0= AT < 0: Abkiihlung bei Entspannung;
e 1 <0:Ap<0= AT > 0: Erwéarmung bei Entspannung.

Mit unseren bisherigen Moglichkeiten konnen wir nur sagen, dafl es diese bei-
den Moglichkeiten gibt. Wir kénnen aber keine Aussage iiber die Allgemeingiiltigkeit
treffen, noch kénnen wir eine Voraussage dariiber treffen, unter welchen Bedingungen
eine Umkehr des jeweiligen Verhaltens erfolgt.

Der JoULE-THOMSON-Effekt (1852), manchmal auch JOULE-KELVIN-Effekt wg.
der Erhebung von W. THOMSON zum Lord KELVIN genannt, beruht also auf der Tat-
sache, dal bei der Expansion eines realen Gases Arbeit gegen die attraktiven Kréfte
der Gasmolekeln untereinander geleistet werden mufl. Dies fiihrt zu einer Reduktion
ihrer kinetischen Energie, was sich in einer Abkiihlung des Gases als Ganzem ma-
nifestiert. Dieser Effekt hat grofite Bedeutung in der Technik zur Verfliisssigung von
Gasen erlangt (1895: Gegenstromverfahren von LINDE, Abb. 3.16).

Ventile fur
Luftzufuhr und
Kompression

> — Po

Kompressor

i Kiihl-
UL wasser

komprimierte

Luft Abb. 3.16. Technische Realisierung

des JOULE-THOMSON-Versuches
durch das Verfahren von LINDE zur
Verfliissigung von Luft mit Kiihlung
in zwei Stufen, wobei auch bereits
abgekiihlte Luft zum Einsatz kommt
kalte, gasformige (Gegenstromverfahren). Die zugefiihr-

Luft te Luft (15— 17°C) wird auf etwa 200

bar komprimiert [3].

Kihler

Drossel-
1 ventil

3.13 Stationire Stromung

Beim JOULE-THOMSON-Versuch stromt das Gas stationdr mit sehr niedriger Ge-
schwindigkeit zwischen zwei Rdumen, in denen verschiedene Driicke herrschen. Was
ist bei einer unbehinderten Stromung?

Dann wird die Geschwindigkeit zunehmen, und wir miissen sie (also die kinetische
Energie der Gases) bei unserer Energiebilanz mit aufnehmen:
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1 1
U+ pV =const — U + pV + imv2 = const V H + §mv2 = const : (3.50)

die GroBe H + 'pmuv? ist konstant, unabhéngig davon, wo sich die betrachtete Menge
im Stromungsvolumen befindet.

Beispiel 3.5 BERNOULLI-Versuch mit einem Gas: Ein unter einem Druck py grofier als der
Atmosphérendruck p; in einem Behilter (z. B. einem Fahrradschlauch) eingesperrtes ideales
Gas trete durch eine kleine Offnung (sog. Leck) nach auBen an die Atmosphiire. Wie grof
ist seine Ausstromgeschwindigkeit?

Das Gas ist ideal, also ist ¢, konstant. Da das Leck klein sein soll, ist die Geschwindigkeit
innerhalb des Behilters Null und seine Enthalpie Hy. Es gilt

1 1
Hy = Hy + quﬂ = Hy— Hy = AH = §m1)2. (3.51)
Da ¢, = dH/dT, ist
AH = c)(AT) = ¢p(Th — T1) Av? = 22(Ty — T1). (3.52)
m

Da es sich um einen adiabatischen ProzeB handelt, fiir den TVY~! = const gilt, was
man mit pV = RT umschreiben kann zu

TpU=/7 = const, (3.53)
wird
1-1/v

Topl " =1 s 1y =T (f};) . (3.54)

Damit ergibt sich fiir die Ausstromgeschwindigkeit die Beziehung

1-1/~
v? = 2e,mTy {1 - (il) } . (3.55)
0

Damit haben wir den Zusammenhang zwischen Druckdifferenz und Ausstromgeschwin-
digkeit ermittelt.

Aus der kinetischen Gastheorie ergibt sich auch, dal der Strom durch eine Quer-
schnittsfliche A

I =jA=mA (3.56)
ist. Da nach dem idealen Gasgesetz n = p/kgT und v o /kgT/m, ist auch

p ksT pA
Ax — A — = A x ————.
nvA « T - nvA « T
e Die Geschwindigkeit der Effusion wird mit wachsender Molekiilmasse kleiner.
Bei der Effusion eines Gasgemisches wird daher die leichtere Komponente im
Strahl angereichert (Isotopentrennverfahren).

(3.57)
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e Es erdffnet sich die Moglichkeit, damit bei Gasen die Molmassen zu vergleichen.
Da gleiche Volumina unterschiedlicher Gase gleiche molare Mengen enthalten,
aber unterschiedliche Dichten aufweisen, gilt bei 77 = Ts, p; = po:

1 1
V] X ——— AUy X :>E: Mz (3.58)

A/ TN A/ T2 (%) mi

Das ist das Prinzip der Dichtebestimmung eines Gases mit dem BUNSENschen FEffu-
stometer.

3.14 Thermochemie

Bisher haben wir von undefinierten Systemkomponenten gesprochen, mit denen wir
irgendwelche Prozesse vollzogen haben. In Wirklichkeit handelt es sich dabei um
Substanzen, die wir zur Reaktion bringen. Die dabei entstehenden Verdnderungen sind
Wéarmetonung und Druckvolumenarbeit. Wird Wéarme vom System an die Umgebung
(das Wirmebad) abgegeben, handelt es sich um eine ezotherme Reaktion, nimmt das
System Wirme auf, heifit die Warmetonung endotherm. Instrumente, in denen man
derartige Reaktionen untersucht, heilen Bombenkalorimeter (Abb. 3.17).

. Ventil
Stromdurchfiihrung
— 02
I—, gedichteter |J
Sc¢hraubdeckel
i\ Probe i Ztnddrah Abb. 3.17. Kalorimeterbombe, die
| §§: _55; | adiabatisch isoliert in einem Wéirme-
- bad steht. Kalorometermedium ist
Pt-Gefal3 meist Wasser.

Um 0@ bestimmen zu konnen, die bei isochorer Prozeffithrung mit AU und bei
isobarer Prozefifithrung mit AH identisch ist, muf} eine Reaktion schnell, quantitativ
und eindeutig ablaufen.

e Schnell: Langsam laufende Prozesse sind schwer zu verfolgen, da das Kalorimeter
zwar gegen die Umgebung isoliert ist, aber diese Abschirmung nicht quantitativ
ist (sein kann). Es kommt also zum schleichenden Temperaturausgleich, der
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die Messung verfilscht. Je schneller also die Reaktion abgeschlossen ist, um so
kleiner dieser Meffehler.

e Quantitativ: Die Umsetzung soll vollstéindig ablaufen, sonst gibt es erneut Kor-
rekturbedarf.

e Eindeutig: Nur wenn definierte Endprodukte entstehen, am besten nur eines,
kénnen eindeutige Schlufifolgerungen gezogen werden.

Diese Forderungen schrinken die Auswahl an Reaktionen ganz gewaltig ein. Ty-
pische Reaktionen sind Verbrennungen einfacher organischer Substanzen, bei denen
nur COy und H,O entstehen (sollen), Hydrierungen von Olefinen, aber auch viele Re-
aktionen anorganischer Substanzen in wafirigem Milieu, etwa Losungsreaktionen und
Komplexbildungsreaktionen. Die ersten beiden Typen werden in einem geschlossenen,
die dritte in einem offenen Kalorimeter durchgefiihrt.

3.14.1 Beispiel einer prototypischen Reaktion

Zur Verbrennung wird eine abgewogene Probe in die Bombe eingebracht und unter
cinen derart hohen Oo-Druck gesetzt, daf dieser in deutlichem Uberschuf vorliegt
(meist um 20 bar). Mit einem die Probe beriihrenden Heizdraht wird dann die Re-
aktion ausgelost. Da die Bombe selbst in einem Wéarmebad mit einer abgewogenen
Menge Wasser steht, das gegen die Umgebung adiabatisch isoliert ist, kann man aus
der Temperaturerhohung quantitativ die von der Reaktion abgegebene Warmemenge
bestimmen.”

Nachdem eine Menge von Elementen und einfachen Verbindungen mit dieser Me-
thode im 19. Jahrhundert untersucht worden war, ergaben sich fiir diese exothermen
Reaktionen typische Werte von einigen 100 kJ/Mol. Die Perfektionierung des Verfah-
rens erlaubte bald minimale Fehlermargen von 100 ppm — auch wenn das damals
noch nicht so genannt wurde und auch in kcal statt in kJ gemessen wurde, weil die
Bomben in HyO standen. In der Tabelle 3.1 sind einige dieser Reaktionen zusammen-
gefafit. Notwendig ist die Angabe des Aggregatzustandes und der Modifikation, wenn
notig. Zur Nomenklatur s. ndchster Abschnitt.

3.14.2 Analyse

3.14.2.1 Partielle molare Groflien. Wie sind die Werte aus Tabelle 3.1 gewonnen
worden? Wir schreiben die chemische Reaktion nieder mit ihren stéchiometrischen
Gewichtskoeffizienten v; und beziehen sie auf 1 Mol gebildetes Produkt:

1/202 + H2 I HQO, (359)

allgemein

"Die durch den Ziindstrom bedingte Wirmeténung ist meist leicht korrigierbar.
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Tabelle 3.1. Verbrennungswiirmen AHS von einigen Substanzen bei 25°C; die Verbren-
nungsprodukte sind HoO oder COs.

Substanz AHYs

[kJ /Mol]
Hy(g) 285,97
C(Graphit) | 393,70
CO(g) 283,12

CHu(g) | 890,78
Benzol(g) | 3303,1

UAA+1vpB+ ... — vcC+1vpD+ ... (3.60)

Die Reaktionsenergie AU bzw. Reaktionsenthalpie AH wird definiert durch die Dif-
ferenz der Summen der Inneren Energien (Enthalpien) der rechten und der linken
Seite, hier dargestellt fiir die Innere Energie:

AU = (vcUc +vpUp +...) — (WaUa +vgUp +...) = ZViUi. (3.61)
i=1

Fiir die Reaktion (3.59) ist damit

Da diese Reaktion mit Abgabe von Wirme an die Umgebung verbunden ist, ist das
Vorzeichen von AU negativ, und zwar werden pro Mol nach Tab. 3.1 286 kJ frei.
Die Bedingungen werden mit Index ,,298“ und Exponent 0 angegeben, also z. B.
A HYe (Hy0) = —286 kJ/Mol.

Meist geht man mit Bruchteilen eines Mol in das Kalorimeter. Schreibt man fiir
einen infinitesimalen Umsatz mit dn; statt n;, erhélt man fiir dU bei konstantem 7T’
und konstantem V' fiir Gl. (3.61):

v = (22) dn (o) dnp —
"nC/T,V,na,ng,np c D ) T\Vina,np,ne b
U ) d ( AU ) _
— == n — (= dng =
(8nA T,V,ng,nc,np A B )T Vinsne,np B (3'63)
L <8U ) d
7,; on; TV i#]

Die partiellen Differentiale sind partielle molare Grofien, fiir die man iiblicherweise

v~ (5 (3.6
anl V,T,nj;,,gi
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schreibt, so daB8 Gl. (3.63) etwas kiirzer als

dU = Ucdnc + UanD — UAdnA — UBdnB = Z Uidni# (365)
i=1
geschrieben wird. Mit der Definition der Reaktionslaufzahl X hat man die Moglichkeit,
die Fragmente eines Mols als Differential von A als

anzugeben. A = 1 bedeutet dann fiir ; = 1 die Umsetzung zu einem Mol eines
Produktes, fiir v; = 2 zu zwei Molen eines Produktes, und Gl. (3.64) lautet dann
ou
a)\ V,T,?’Ljygi

AU = v.Ucd) + vpUpd) — vaUsd) — vpUpdA = > Uyd) = AU (3.68)

i=1

Fiir isothermen und isochoren Verlauf ist dieser Betrag gleich der Reaktionswéarme
bei konstantem Volumen — fiir isobaren Verlauf ist alles durch H bzw. V durch p zu
ersetzen. Die Differenz zwischen AH und AU ist klein in kondensierten Phasen, da
AV klein ist. Bei idealen Gasen ist

AH — AU = pAV =3 vauRT, (3.69)

wobei die v; entsprechend positiv oder negativ zu werten sind, und diese meist zwi-
schen 0 und 2 liegen. Damit ist also die Differenz zwischen 0 und 16 kJ/Mol.

3.14.2.2 Kirchhoffscher Satz. Bei unserer Mef3vorschrift gehen wir davon aus, die
Reaktion unter Standardbedingungen durchfiithren zu kénnen. Das ist natiirlich nicht
der Fall. Z. B. wird unter den Reaktionsbedingungen bei der Knallgasreaktion Was-
serdampf entstehen, der dann irgendwann kondensiert, wobei Kondensationswirme
entsteht. Aulerdem ist bei der hohen Temperatur die Reaktionswéarme in jedem Fall
niedriger als bei 25 °C.

Da die Innere Energie bzw. die Enthalpie Zustandsgrofien sind, deren gemischte
zweite Ableitungen gleich sind, ist analog zu Gln. (3.33/34)

o (oU o (oU
o (57), = (7)), 10
womit fiir die Anderung der Wirmekapazitit des Systems pro Formelumsatz
OAU ) <8CV )
— | === = ACy (3.71)
( or )., oA TV

folgt. Also ist die Reaktionswérme bei der Temperatur 75
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Ts
AUz, = AUy, + / ACy dT, (3.72)
Ty

bzw. die Reaktionsenthalpie

T:
AHy, = AHy, + / CAC,dT. (3.73)
T

Dies ist der von KIRCHHOFF 1858 gefundene Satz. Voraussetzung zur Umsetzung ist,
daBl die spezifischen Warmen im entsprechenden Temperaturintervall bekannt sind.
Im Gegensatz zu den schénen Formeln in den Physikbiichern sind die spezifischen
Wirmen selbst fiir ideale Gase nur als Potenzreihen bekannt. Dafiir ist deren Inte-
gration einfach.

In der folgenden Tabelle sind einige Abhéngigkeiten zusammengestellt.

Tabelle 3.2. Empirische Molwéarmen cg von Gasen zwischen 300 und 1, 500 K.

) =a+ bl +cT? +dT? [J/K - Mol].

Substanz Formel | a b-10° c-10°
Wasserstoff Ho 29,08 | —0,837 | 2,013
Sauerstoff 0O, 25,74 | 12,99 —3,864
Stickstoff N, 27,31 | 5,233 —0,004
Wasserdampf H>O 30,37 | 9,619 1,185
Kohlenmonoxid | CO 26,87 | 6,970 —0,821
Kohlendioxid COq 21,57 | 63,73 40,53

3.14.3 Hef3scher Satz

Mit diesen Vorgaben miissen also die Meflwerte korrigiert werden, und man gewinnt
damit einen Katalog von Bildungswérmen. Natiirlich werden bei diesen Experimenten
immer nur Differenzen von thermodynamischen Werten ermittelt. Um von Standards
ausgehen zu konnen, werden die Enthalpien der Elemente in ihrer unter STP stabilen
Form auf Null gesetzt. Dann gibt es oft mehrere Verbindungen, die bei der Reaktion
zweier Elemente entstehen. Hier kommt uns aber nun zu Hilfe, dafl

e die Innere Energie eine Zustandsfunktion ist und dafl
e der Energiesatz in Form des 1. Hauptsatzes gilt.

Wir kénnen also Umwege gehen, da nur der End- und Anfangszustand zur Berechnung
entscheidend sind. Wollen wir z. B. die Warmeténung der Reaktion

C(Graphit) 4+ '504(g) — CO(g) (3.74)
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aus den Daten der Tab. 3.1 bestimmen, gehen wir wie folgt vor: Da die thermochemi-
schen Gleichungen offenbar wie algebraische Gleichungen behandelt werden kénnen,
ergibt sich unmittelbar

C(Graphit) + Oy(g) — CO4(g); AHgys = —393, 70k.J /Mol (3.75)

CO(g) + Y5045(g) — (COy)(g); AHYs = —283,12kJ/Mol. (3.76)

Subtrahiert man (3.76) von (3.75), ergibt sich die (nicht mefbare) Bildungswérme
des CO aus den Elementen zu AHyg = —110,58 kJ/Mol.

3.15 Zustandsinderungen idealer Gase

3.15.1 Isotherme Zustandsinderung

Da die innere Energie nur eine Funktion der Temperatur ist, ist sowohl die Ausdehnungs-
oder Druckvolumenarbeit wie die technische Arbeit gegeben durch (Abb. 3.18)

Abb. 3.18. Die von einem
1 idealen Gas gegen einen
1 duBeren Druck pex geleistete
! | Arbeit ist bei reversibler
. Prozefifiihrung die  Fléche
I . ] AW = ppdV = vV =
- ! - RTdInV = W = RTIn{Z.

- : \ 1 Im Falle einer irreversiblen
- | dv 2 T Prozefifilhrung ist die nutz-
. fy 777 7 : 1 bare Arbeit lediglich der

V, Vv A schraffierte Bereich pex AV
Va n
W= Q = VRTabs lnv — VRTabs lni, (377)
1 P2

damit wird die gesamte zugefithrte Wérmeenergie in duflere Arbeit umgewandelt.

3.15.2 Isobare Zustandsinderung

Bei einer isobaren Zustandsénderung wird bei konstantem Druck ein Weg parallel
zur Abszisse von einer Isotherme zur anderen zuriickgelegt. Die Gasmenge mit der
Molzahl v leistet die Arbeit (Abb. 3.19)
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[ aw = [ podV = p(va = Vi) = vR(T5 — T0). (3.78)

Abb.3.19. Die beim kon-
stanten Druck vom idealen
Gas geleistete Arbeit ist das
Rechteck einer Linie zwischen
zwei Isothermen, von deren
Eckpunkten das Lot auf
die Abszisse gefillt wird:
W = [pndV = p(Va — V1)
W = R(Ty, — T1).

In diesem Falle ist die zugefithrte Warmemenge

Q = vep(Ty — Th), (3.79)

und das Verhéltnis von zugefiihrter Warmemenge () und geleisteter duerer Arbeit
W ist

W VR(TQ — Tl) R Cp — Cy Y — 1

Q vo(h-T) o o v 50
3.15.3 Isochore Zustandsinderung
Hier ist die zugefithrte Warmemenge
Q=vey(Ty —TY), (3.81)

und sie wird restlos zur Erhohung der Inneren Energie verbraucht (Abb. 3.20). Da
die Volumenénderung AV =V, — V; = 0 ist, wird keine duflere Arbeit verrichtet.

3.15.4 Adiabatische Zustandsinderung

Hier ist die ausgetauschte Wéarmemenge Null, und daher muf die d&uflere Arbeit aus
der Inneren Energie des Gases stammen. Bei einer Expansion wird Druckvolumenar-
beit geleistet; sie ist
dV
dU = oW = —pdV = dU = —VRT7? (3.82)
Im Gegensatz zum isothermen Prozefl veréindert sich aber T'! Daher ist der zweite Teil
der Gleichung fiir diesen Prozefinicht anwendbar.
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Abb. 3.20. Die beim konstan-

e ten Volumen vom idealen Gas
geleistete Arbeit ist Null. Der
Weg der Zustandsidnderung er-
folgt zwischen zwei Isothermen
senkrecht zur Abszisse.
2.0 T
1.5F s
El
S,
= 1.0}
Isotherme .
Abb. 3.21. Eine Isotherme
Adiabate gegen eine Adiabate eines ein-
05 AT atomigen Gases (v = /3).
0.0 0.5 1.0 15 2.0
pla. ul]

Andererseits ist mit Gl. (3.29) fiir ein ideales Gas

dU = CvdT.
Somit erhalten wir fiir die &ulere Arbeit

T:

%
W= —/ pdV = [ ey dl = —ep(Th — ).
\41 iA
Wir erhalten dasselbe Ergebnis, wenn wir das Integral

1%
2Td7V

W =—-vR
v Vi \%4

l6sen. Dafiir driicken wir nach der Adiabatengleichung V' durch T aus:

TV '=C=mImT+(y-1)InV =InC,

woraus

(3.83)

(3.84.1)

(3.84.2)

(3.85)
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dInT + (y—1)dInV =0 (3.86)
folgt, was, in (3.84.2) eingesetzt,

W =—-v

tom-m) (3.87)
ergibt. R/(y — 1) ist aber c¢y. Aus Abb. 3.21, einem Ausschnitt von Abb. 3.13.1, ist
ersichtlich, daf die Adiabate eine steilere Neigung aufweist als die Isotherme.® Bei
einer adiabatischen Volumenvergroflerung sinkt der Druck stérker als im isothermen
Fall, da in diesem System die vom System zu leistende Druckvolumenarbeit durch
WirmezufluB aus einem Reservoir kompensiert wird.

Beispiel 3.6 Wie grof ist die Anderung von AU, wenn die Expansion ins Vakuum
erfolgt? Dann ist AU = AW = 0, und dann mufl nach Gl. (3.83) auch AT verschwin-
den. In diesem Fall ist der Prozefl adiabatisch und isotherm.

3.16 Aufgaben und Loésungen

Aufgabe 3.1 Q, W, und AU sollen fiir die Verdampfung von 1 Mol Wasser bei 100
°C und 10° Pa bestimmt werden. Die Verdampfungswirme des Wassers ist 40,67
kJ/Mol. Rechnen Sie mit dem idealen Gasgesetz!

Losung.

V2 V2
W:—VpdV:—pV dV = —p(Vo — W). (1)
Das Molvolumen fliissigen Wassers belduft sich auch bei 100 °C auf etwa 18 ml (V}),
das von Wasserdampf nach dem idealen Gasgesetz auf

373 - 22400 5
o ee . 2
2 53 30600 cm (2)
Die Expansionsarbeit ist folglich
W = —10° - (30600 — 18) = —3, 058 10 cm® Pa = 3058 J. (3)

Die Anderung der inneren Energie ist

AU = Q + W = 40670 — 3058 = 37612 J.

Der grofite Teil der Verdampfungswérme wird zur Erhohung der inneren Energie und
nur zu etwa 10 % zur Expansion des Wasserdampfs benotigt.

8In Wirklichkeit sind Zustandsinderungen weder adiabatisch noch isotherm; bei angeniherter
Adiabasie spricht man von Polytropen (statt von Adiabaten) und polytropen Prozessen.
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Aufgabe 3.2 Ein Korper (m = 500 g), dessen spezifische Warme gemessen werden
soll, wird durch Eintauchen in ein Wasserbad auf die Temperatur ¢ = 95 °C gebracht.
Die Temperatur des Kalorimeters, gefiillt mit 1 1 Wasser, steigt dabei von 20 °C auf
26 °C. Bestimmen Sie den ,, Wasserwert“ des Kalorimeters aus folgender Messung: Ist
es mit 1 1 Wasser einer Temperatur von 20 °C gefiillt, steigt die Temperatur auf 43
°C, wenn man 500 ml Wasser einer Temperatur von 95 °C dazufiillt.

Losung. Der Wasserwert W, die Wéarmekapazitiat des leeren Kalorimeters (Dewar,
Thermometer ... ), wird aus der zweiten Hélfte des Versuchs bestimmt: Die abgege-
bene Warmemenge ist gleich der vom Kalorimeter aufgenommenen:

500 - (95 — 43) = (1000 + W)(43 — 20) = 130 g, (1)
Einheiten in J/K kg. Die spezifische Warme ergibt sich dann zu

0,500-¢(95—26) = (1,040, 130)(26—20) = ¢ = 0,1965-4, 186 = 0, 8226kJ /kg K. (2)

Aufgabe 3.3 Gegeben ein ideales Gas innerhalb eines Volumens V; mit dem Druck
p1 > po. Das Gas strome entweder

1. reversibel isotherm von Druck p; nach Druck ps gegen einen beweglichen Kolben
mit Endvolumen V;, oder

2. irreversibel isotherm von Druck p; nach Druck ps gegen einen beweglichen Kol-
ben mit Endvolumen V5 oder

3. irreversibel, d. h. ohne Stromungswiderstand, in die Umgebung des Drucks p,
und Endvolumen oco.

Bestimmen Sie fiir die drei Falle AU, AW und AQ und zeichnen Sie ein Indikator-
diagramm!

Loésung.
1. Fall 1 mit Kolben:

V2 Va D1
AW:—/pMW:AW:—MHm—VAW:ﬂﬁﬂmﬁ
i Vi P2

AQ = +nRT In “;2,

1

AU = 0.
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Abb. 3.22. Die irreversible isother-
me Expansion (blaues Rechteck) lie-
fert weniger nutzbare Arbeit als die
reversibel isotherme Ausfithrung (blau
und rot). Die irreversible Ausfiihrung
ohne Kolben liefert gar keine nutzbare
Arbeit.

2. Fall 2 mit Kolben:
AW - _pQ(‘/Q - ‘/1)7

Aszz(Vz—Vl>
AU = AQ + AW = 0.

3. Fall 3 ohne Kolben:

AW =0,
AQ =0,
AU = 0.

Zum Fall 2 iiberlegt man etwa, dafl das Gas durch eine feste Wand auf das Volu-
men V) eingesperrt ist. Wird dann die Wand entfernt und das Gas auf das Volumen
V, expandiert, wird bei dieser irreversiblen Entspannung (Drosselung) die Arbeit

AW — —nRTI Y2V AW = —nRTIn P2
Vi D2

vergeudet.

Aufgabe 3.4 Ein ideales Gas (1 Mol) wird von einem Anfangsdruck 10 bar auf
einen Enddruck von 0,5 bar reversibel expandiert. Die Temperatur wird bei dieser
Expansion auf 0 °C konstant gehalten.

e Wie grof} ist die Arbeit, die das Gas bei dieser Expansion leistet?

e Wie groB sind die Anderungen der inneren Energie und der Enthalpie?

e Wieviel Warme wird aus der Umgebung aufgenommen?
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Losung. Es handelt sich um einen isothermen Prozefl. Da die innere Energie eines
idealen Gases nur von der Temperatur abhéngt, ist AU (und damit auch AH) gleich
Null.

Die Arbeit ist

1% 1% av |72
W=— deV:—/2nRT— (1)
Vi Vi V v
Nach dem idealen Gasgesetz ist p o< 1/V, also
W= —nRTI Y2 = —nRTI . 2)
Vi D2
Setzt man die Werte ein, ergibt sich
W =38,314-273 - 2,303 - 1g 20 = 6800 J. (3)

Dieser Wert wird umgekehrt vom System aus dem Wirmereservoir entnommen.
Der Wirkungsgrad ist 1.

Aufgabe 3.5 Bestimmen Sie aus der Adiabatengleichung TV7~! = const oder
pV7 = const die Abhéngigkeit zwischen p und T fiir ein ideales Gas!

Losung. Einsetzen von V = % in eine der Adiabatengleichungen ergibt
m 1y
2 P\ ”
1 P2
1777
Tp ™~ = const. (2)

Aufgabe 3.6 Eine in einem Kolben befindliche Gasmenge von Argon bei einem
Druck von 1 bar (10° Pa) werde reversibel und adiabatisch von 500 ¢cm?® auf 1000
cm?® expandiert. Bei einer Ausgangstemperatur von 25 °C:

e was ist die Endtemperatur,

wieviel Arbeit wird wéhrend der Expansion verrichtet, und

wie groB ist die Anderung der inneren Energie (¢ = 12,6 J/K Mol),

wie hoch sind der Enddruck und

die Anderung der Enthalpie?
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Losung. In dem Kolben befinden sich 0,5/22,4 = 0,022 Mol Argon. Die Adiabaten-
gleichung fiir die Bestimmung der Endtemperatur lautet

Vit
Ty =|— T;. 1
2 <v2> ! (1)
Dabei ist der Adiabatenkoeffizient
cp D
= — = — 2
1= T3 (2)

womit fiir den Exponenten in Gl. (1) %3 folgt. Damit wird fiir die Endtemperatur

T, = 188 K. (3)

Die geleistete Volumenarbeit ist

W = ney AT = 0,02 - 12,6 - 90 Mol J K™ Mol K = 27,7 J, (4)

die als Verlust der inneren Energie zu buchen ist:

AU = =27,7J. (5)
Der Enddruck wird iiber die 2. Adiabatengleichung

Py = (K)p (6)

bestimmt:

po = 0,315 - 10° Pa = 0, 315 bar. (7)

AH = —nc, AT = (0,02 Mol) - (20,9 JK~ ' Mol ") - (110K) = —46,0J.  (8)
Wie wir wissen, ist bei einem adiabatischen Prozefl Q) = 0 und daher

AH — / Vdp. (9)

Wir verwenden die ideale Gasgleichung, um V' nach

AH=R [ Tdmp (10)

p1

zu substituieren. Aus der 1. oder 2. Adiabatengleichung gewinnen wir die Abhéngig-
keit zwischen p und T (s. vorherige Aufgabe) zu

Tpl_TW = const, (11)

differenziert



3.16 Aufgaben und Liosungen 73

]_ _
dInT = -~ Ydinp=dinp = ———dInT. (12)
Y I
Einsetzen in (10):
Ts
AH— - [Pap (13)
1—~Jn

wobei sich der Faktor vor dem Integral nach einiger Algebra zu —c, erweist. Damit
ist die Identitat mit Gl. (8) bewiesen.

Aufgabe 3.7 Welche adiabatische Zustandsédnderung mufl man an einem einatomi-
gen idealen Gas vornehmen, damit die mittlere kinetische Energie der Molekeln ver-
doppelt wird?

Losung. Die innere Energie eines idealen Gases héngt nur von der Temperatur ab,
und es gilt

< Eyin >ox T, (1)
also ist Ty = 2 - T7. Adiabasie (pV7 = const):

T\ V/O0-D)
TVt =const = Vo =V, <T2> . (2)

7 ist fiir ein einatomiges Gas 1,67 (¢, = 3hR); T1/Ts = 0,5 = V5 = 0,356V

3 3
U:nch:W:nchT:inRleiplvl. (3)

Aufgabe 3.8 In einem Zylinder befinde sich 1 Mol fliissiges Wasser unter einem
Kolbendruck von 1 bar (10° Pa). Das System werde solange auf 100 °C gehalten, bis
alles Wasser verdampft sei. Bestimmen Sie die Volumenarbeit, die der Wasserdampf,
der sich als ideales Gas verhalten soll, gegen den Kolbendruck leistet! Wie grof3 sind die
Anderungen der inneren Energie und der Enthalpie, wenn die Verdampfungswirme
40,59 kJ/Mol betréigt?

Losung.
373 9
pAV:(1bar)-(22,41)-ﬁ:22,4-10 J=3,06kJ. (1)
(AH), = 40,59 kJ/Mol; (2)

(AU)y = AH — pV = 37,53 kJ/Mol. (3)
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Aufgabe 3.9 Argon mit der spezifischen Warme von 12,6 J/K Mol wird bei 1 bar
(10° Pa) reversibel und adiabatisch von ' auf 1 1 entspannt. Anfangs ist seine Tem-

peratur 25 °C.
1. Wie grof ist die Molzahl (Bruchteil eines Mols)?
2. Was ist seine Endtemperatur?
3. Wieviel Druckvolumenarbeit ist geleistet worden?
4. Wie hoch ist die Anderung der inneren Energie?

Es sind die Gleichungen fiir das ideale Gas zu verwenden.

Losung.
Molzahl:

0,5
22,4

= 0,022 Mol.

n =
)

T_(V>
T, \W/)
¢ 12,6+8,314
cy 12,6

1. Adiabatengleichung:

”}/:

v, 066
T =T — = 188 K.
2 1<V2>

AW = AU = ney AT = —30,49 J.

Aufgabe 3.10 Isotherme Expansion.

= 1,66.

Bei der isothermen Ausfithrung dieses Versuchs wird die Druckvolumenarbeit anders

berechnet.
1. Wie?

2. Wie grof} ist demnach AU?
Losung.

pAV =nRTdInV = 37,8 J.

AU = 0.
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Aufgabe 3.11 ¢, von Helium ist 20,79 J/K Mol. Wieviel Warme wird benotigt, um
1 Mol um 10 K zu erwédrmen

1. bei konstantem Volumen bei einem Anfangsdruck von 10 bar und

2. in einem Volumen, das mit einem Ventil versehen ist, und das gegen 10 bar
abgeschlossen ist?

Bestimmen Sie auflerdem die jeweils geleistete Arbeit! Rechnen Sie mit dem idea-
len Gasgesetz und zeigen Sie, daf3 die Differenz zwischen AU und AH gerade der
Druckvolumenarbeit ist.

Losung.
AU = ey dT — pdV. (1)
pdV = 0. (2)
cy =¢,— R. (3)
AU = ¢ydT —0=12,5-10 = 125 J. (4)
dH = ¢,dT + Vdp. (5)
Vdp = 0. (6)
dH = c,dT + 0 =20,8-10 = 208 J. (7)
pAV = AH — AU = RAT = 83,14 J. (8)

Aufgabe 3.12 CO, wird adiabatisch durch eine Drossel von 50 auf 1 bar entspannt,
wobei die Gastemperatur von 25 auf —39 °C fillt. Wie grof ist der JOULE-THOMSON-
Koeffizient (0T/0p)u?

Losung. Der Koeffizient wird als iiber das betrachtete Intervall als konstant angese-
hen, also ist AT /Ap = (0T /0p)u. Per definitionem ist der JOULE-THOMSON-Versuch
adiabatisch, also ist

oT —64K
<8p>H = ot = L3 K/bar (1)
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Aufgabe 3.13 Eine Probe von 2 Mol Argon, die sich in einem Zylinder mit 5 cm?
Querschnitt unter einem Druck von 5 bar befindet, wird adiabatisch auf den dufleren
Luftdruck (1 bar) entspannt. Wahrend der Entspannung bewegt sich der Kolben um 1
m. Wenn die Ausgangstemperatur 300 K ist, wie hoch ist die Endtemperatur (ideales
Gas!).

Losung.

Ein ideales Gas hat ein ¢y von 3hR = 3 cal = 12,5 J/(K Mol). Es liegen 2 Mol
vor, also ist ¢y = 25 J/(K Mol). Die gegen den dufleren Druck von 1 bar geleistete
Arbeit ist

AV
AW = —po AV = ¢y AT = AT = =7 (1)

Cv

_ (1 bar) - (500 cm?) B
AT = (2 Mol) - (12,5 JK~! Mol—1) = —2,03 K. (2)

Tina = 300 — 2,03 = 297,97 K. (3)

Aufgabe 3.14 Beschreiben Sie eine isobare Zustandsédnderung
1. mit einem pV-Diagramm, in das Sie zwei [sothermen einzeichnen,

2. die dabei verrichtete Arbeit als Funktion von p und V' sowie von AT bestimmen,
und

3. bestimmen Sie das Verhéltnis von Arbeitsleistung zu zugefiihrter Wéarmeenergie
in Einheiten des Adiabatenkoeffizienten !

Losung. Bei dieser Zustandsdnderung wird bei konstantem Druck ein Weg parallel
zur Abszisse von einer Isotherme zur anderen zuriickgelegt. Die Gasmenge mit der
Stoffmenge v leistet die Arbeit

[ AW = pudV = p(Vs = Vi) = vR(T5 — T). (1)

In diesem Falle ist die zugefiithrte Warmemenge

Q = I/Cp(TQ — Tl), (2)

und das Verhiltnis von zugefithrter Warmemenge () und geleisteter duflerer Arbeit
W ist

E_I/R(TQ—Tl)_E_Cp_CV_’y_l 3)
Q ve,(Ih—Ty) ¢ Cp v
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Abb. 3.23. Die beim konstan-
ten Druck vom idealen Gas ge-
leistete Arbeit ist das Recht-
eck zwischen zwei Isothermen:
W = fpintdv = P(VQ - Vl)
W = R(Ty, — T1).

Aufgabe 3.15 Hef3scher Satz.

Wie grof§ ist die Losungswéarme von 1 Mol CaCly- 6 HoO bei 18 °C in einem grofien
Uberschuf (z. B. 250 Mol) von Wasser, wenn die Losungswirme von 1 Mol wasserfrei-
em CaCly in 250 Mol Wasser bei 18°C zu gelostem CaCly —75 kJ/Mol und die sog.
Hydratationswirme von wasserfreiem CaCly zu CaCly- 6 HoO —95 kJ /Mol betragen?
Beschreiben Sie das qualitative Verhalten der Loslichkeit beider Salze bei Abkiihlung
bzw. Erwarmung mit dem Prinzip von LE CHATELIER (2 Pkt.).

Losung. Es geht um die Losungswérme der Reaktion

CaCly - 6H;0 + (v — 6)H,O — CaCly(solv.) — AH(CaCl, - 6H50, solv.). (1)
Die Teilgleichungen lauten

CaCl, + 6H,0 — CaCl, - 6H,0 — AH (CaCly, hydr) (2)

und

CaCly + vHyO — CaCly(solv) — AH(CaCly, solv). (3)
Wir addieren die Gln. (2) 4 (3) und erhalten

CaCly + vHO — CaCly(solv) — AH(CaCly, hydr) — AH(CaCl, - 6H,0, solv). (4)
Also ist die Losungswirme von CaCly; mit 6 Mol Kristallwasser

AH(CaCl, - 6H50, solv) = AH(CaCly, solv) — AH (CaCly, hydr) (5)

AH(CaCl, - 6H,0, solv) = —75 + 95 = +20kJ /Mol : (6)
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Wihrend bei der gezielten Hydratation und bei der Auflosung von wasserfreiem CaCl,
viel Warme frei wird, ist die Auflésung des CaCl,; mit 6 Mol Kristallwasser mit einer
Abkiihlung verbunden.

Nach dem Prinzip von LE CHATELIER verschiebt Warmezufuhr das Gleichgewicht
auf die energiedrmere Seite. Also wird das CaCly- 6 HoO in heilem Wasser besser
gelost als in kaltem, wiahrend CaCly sich in kaltem Wasser besser 16st als in heiflem.
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4.1 Irreversibilitit

Jede mechanische Bewegung materieller Kérper ist reversibel, worunter wir verstehen,
dal die Trajektorie auch in umgekehrter Richtung durchlaufen werden kann. Die
Symmetrie folgt aus den Bewegungsgleichungen: Bei Umkehrung des Vorzeichens fiir
die Zeit dndert sich das Vorzeichen der Geschwindigkeit, jedoch nicht das der in die
Bewegungsgleichung eingehende Beschleunigung:

to
F=ma=p=m| adt=ma(t,—1t). (4.1.1)

t1

t
F=ma=v=m tladt:ma(tl—tQ) — —maf(ts — 1)), (4.1.2)

2
Die Reversibilitdt von Vorgédngen ist also mathematisch damit verbunden, daf
die erste Zeitableitung nicht in die Bewegungsgleichung mit eingeht. Ist dies der Fall
(z. B. Pendel mit Dampfung), dann bekommt das Geschehen eine Vorzugsrichtung.
Offenbar ist die Irreversibilitdt von physikalischen Vorgéngen mit thermischen Er-
scheinungen verbunden (Reibung wandelt kinetische Energie in Wérme um). Dabei
erfolgt eine Anndherung an das thermische Gleichgewicht. Eine Unterdriickung oder
gar ein Ausschlufl von Prozessen, die mit einer Anndherung an das thermische Gleich-

gewicht verbunden sind, fordert dagegen die Reversibilitdt des Prozesses.

4.1.1 Irreversible Prozess

e Abkiihlung des Morgenkaffees. Spontaner Prozef}, bei dem keine Arbeit geleistet
wird.

e Knallgasreaktion. Spontaner Prozef}; an dem Pyromanen ihre Freude haben.

4.1.2 Reversible Prozesse

e Adiabatische Expansion oder Kompression eines Gases: kein Warmeaustausch
mit der Umgebung. Langsame Bewegung des Kolbens.

79
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e Brennstoffzelle. Langsame Reaktion von Hy und Oy zu H5O.

4.2 Zweiter Hauptsatz: Erste Definition

Langsam bedeutet: Das System befindet sich immer nahezu im Gleichgewicht, also in
einem Zustand, der den gerade herrschenden dufleren Bedingungen entspricht.

Satz 4.1 Wenn ein exaktes Gleichgewicht herrscht, kann keine Arbeit geleistet wer-
den, da Arbeit mit mechanischer Bewegung und einer Transformation von potentieller
in kinetische Energie zusammenhdngt.

4.3 Carnotscher Kreisprozef3

e Zwei Korper unterschiedlicher Temperatur.

e Mechanischer Kontakt fithrt zu (irreversiblem) Wérmeflus8.

e Vermeidung irreversibler Prozesse.

e Einschaltung eines Arbeitsmediums.

e Arbeitsprozefl wird durch Irreversibilitdten behindert oder unméglich gemacht.

Prozef3schritte in Abb. 4.1, bei dem zwei Korper auf unterschiedlichen Temperatu-
ren 7} und 75 durch ein Arbeitsmedium (z. B. ein mit einem Kolben abgeschlossenes
System mit einem Gas) voneinander getrennt sind:

1. D — (" Isotherme Expansion: Arbeitsmedium wird mit dem Korper 75 in
Beriithrung gebracht und dehnt sich aus, die gesamte zugefithrte Warme wird in
Druckvolumenarbeit umgesetzt wie im Gasexpansionsmotor:

Ve Vo PD
Q1 =-W; =pdV =vRT dlnV =vRT,In — = vRT51In —. (4.2)
1%5) VD bc

2. C' — B: Adiabatische Expansion: Arbeitsmedium verrichtet adiabatisch Arbeit
und kiihlt sich von T5, auf T ab:
W2 == AU = UB - UC = Cv(Tl - TQ) (43)

3. B — A: Isotherme Kompression: Arbeitsmedium wird mit dem Korper 77 in
Beriihrung gebracht und zieht sich zusammen:

Va Va
Qs = —W;5 =pdV =vRT dInV =vRTIn v (4.4)

VB B
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4. A — D: Adiabatische Kompression: Am Arbeitsmedium wird adiabatisch Ar-
beit verrichtet, und dieses heizt sich von 17 auf 75 auf:

W4:AU:UD_UA:CV(T2_T1). (45)

Abb. 4.1. CARNOTscher
Kreisproze3. Zwei auf unter-
schiedlichen Temperaturen T}
. und 75 befindlichen Korper
tauschen Wirme aus. Dabei
wird dem auf T sich befin-
T denden System mehr Wirme
entzogen, als dem unteren
Isotherme T, ] auf 77 befindlichen zugefiihrt

T wird. Die Differenz im Viereck
\ ] ABCD ist (nutzbare) Arbeit

Va. u] (Logarithmische Abszisse!).

pla. u.]

Daraus folgt fiir die Summe >, W;:

= Ve %
S Wi =vRTyIn — + ey (Ty — Ty) + vRT In = 4 ey (Ty — T}) (4.6.1)
i=1 Vb VB
1% 1%
W =vR <T2 In 7; + T In Vg) . (4.6.2)

Diese Betrag ist umgekehrt als Wéarme im Schritt 1 aufgenommen und im Schritt
3 zum Teil wieder abgegeben worden. Die Differenz ist nutzbare Arbeit, und das
Verhiltnis zwischen nutzbarer Arbeit und zugefithrter Warme heifit Wirkungsgrad 7.

4.3.1 Wirkungsgrad

Zur Bestimmung des Wirkungsgrades stellen wir fest, dal die Volumina Va bis Vp
durch adiabatische Zustandsdnderungen miteinander verkniipft sind. Zwischen V(
und Vg sowie zwischen Vp und V, gelten die Beziehungen [Gl. (3.39)]

LV =1Vl (4.7.1)

LVt =nvy Tl (4.7.2)
Division von Gl. (4.7.2) durch Gl. (4.7.1):
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Ve VB
LB 4.8
womit sich Gl. (4.6) reduziert zu
Vi V, Vi
W =vR <T2 In 7](; +TiIn VZ) = vR(Ty — T})In 7;3 (4.9)

Die zugefiihrte Warme war nach Gl. (4.2) @1 = vRT1In % Damit wird der Wir-
kungsgrad n:
=T

— . 4.10
n 7 (4.10)

Im Ergebnis ist Warme vom Bad mit der héheren Temperatur ins Bad mit der
tieferen Temperatur geleitet worden.

Der Wirkungsgrad einer CARNOTschen Maschine und einem idealen Gas als Ar-
beitssubstanz ist um so grofler,

e je grofer die Temperaturdifferenz der Warmereservoire und
e je tiefer die Temperatur des kéilteren Wérmereservoirs ist.

Der Wirkungsgrad 7 kann nie Eins werden, da der absolute Nullpunkt nie erreicht
werden kann.

4.4 Entropie

Da die bei einem CARNOTschen Prozefl verrichtete Arbeit ) gleich dem Warmeum-
satz @ ist, kann man Gl. (4.10) auch schreiben als
W Q-

T, — T
! 1 @1 (P
so dafl aus den Gln. (4.2) und (4.4) durch Division der bei der hoheren Temperatur

T, aufgenommenen Wiarmemenge (); und der bei der tieferen Temperatur 17 abgege-
benen Warmemenge )¢

(4.11.1)

@1 Vo o Qs Ve
— =vRIn— AN —=—vRIn —. 4.11.2
T vR1n T vR1n i ( )
Q1 Qs
— 4+ === 4.11.
T 0 (4.11.3)
folgt, oder allgemeiner
> Qi S; = 0. (4.11.4)
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Wir definieren eine neue GroBe und nennen sie Entropie.! Bei einem reversiblen
Kreisprozef3 ist die Entropie konstant, ihre Anderung Null. Bei der isothermen Ex-
pansion (Schritt 1) bzw. Expansion ist die Anderung der Entropie

Ve Va

AS=Rln " AAS=Rln_~. 4.12
n n (4.12)

4.5 Die Entropie als Zustandsgrofle

Wird ein Gas isotherm entspannt, so nimmt sein Volumen z. B. von V; auf V5, zu und
gleichzeitig der Druck von p; auf p, ab. Dabei wird die Arbeit

Wy = TwRIn Y2 = TR 2 (4.13)
Vi D2

verrichtet, gleichzeitig wurde die Warmemenge (); aufgenommen. Ist (); eine Zu-

standsgrofie? Dazu kiithlen wir das Gas zunéchst reversibel auf die Temperatur 75 ab

(das System verliert die Warmeenergie )), entspannen es isotherm bei dieser Tem-

peratur und fiithren die zuvor entzogene Wirme () wieder zu. Also wird fiir die im

zweiten Arbeitsschritt thermisch aufgenommene Energie ()5 insgesamt:

v
Q2= Q+ TowRIn Vf - Q, (4.14)

damit ist der Anfangszustand: 77, Vi und der Endzustand: T;, V5, dennoch sind Q)
und @), verschieden. Also ist @) keine Zustandsfunktion. Dagegen ist der Quotient

Qrev
T

in beiden Féllen gleich und erfiillt die Kriterien einer ZustandsgréBe. Damit wird fiir
Anderungen von S:

(4.15)

Ts 5 Ts
ASy = dsSy = @rov = ASy = v dT (416)

Ty T T

im isochoren Fall bzw. im isobaren Fall

AS —/Tst _ e Ay —/T”pdT (4.17)
Py TP T P T '
Gehen wir von ST P aus (Standard Temperature and Pressure), bei der die Entropie
eines Stoffes bekannt sei, dann ist seine absolute Entropie gegeben durch

T
Yar (4.18)

S(T) = S°
(T) +273KT

im isochoren Fall, dagegen durch

Lar. entrepein: umkehren
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T
S(T) = S° + @ aqr (4.19)
208 K T’
im isobaren Fall. Aus diesen Gleichungen ersieht man zweierlei:

1. ist bei Kenntnis der spezifischen Warmen die Entropie absolut bestimmbar. Die-
se sind entweder als analytische Funktion, aber immer als Potenzreihe bekannt.

2. Mit der Formulierung

5Q = TdS (4.20)

ist der 1. Hauptsatz darstellbar als Funktion von S und V' bzw. p:

dU = TdS — pdV, (4.21)

dH = TdS + Vdp. (4.22)

Diese Gleichungen sind als GiBBSsche Fundamentalgleichungen bekannt und
stellen die Verbindung zwischen 1. und 2. Hauptsatz dar.

4.6 Entropie idealer (Gase

Bei einer reversibel, also in infinitesimal kleinen Teilschritten erfolgenden, Zufiithrung
thermischer Energie erwérme sich ein System von 7T; auf 7T,. Dabei &dndere sich die
Entropie um

AQ;
AS =) ;2 , (4.23)
was mit AQ) = vc, AT und (nahezu) konstantem c, geschrieben werden kann als
vep i A 2 ye,dT T,
AS = XZ: pTi — AS :/1 ; =vec,In (T1) : (4.24)

Die spezifische Entropie eines Gases steigt monoton mit zunehmender Temperatur.
Bei einem isotherm verlaufenden Prozefl wird die dem System zugefithrte Warme

vollstéandig in Druckvolumenarbeit umgewandelt, da die Innere Energie eines idealen

Gases nur von der Temperatur abhingt. Es ist bei der Entspannung von p; auf po

AW = vRTIn 2 = AS = vRIn 2 . (4.25)
P1 P1

die spezifische Entropie eines Gases fillt mit steigendem Druck und nimmt mit fal-
lendem Druck zu. Damit wird fiir die Gesamténderung
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Ty 2!
AS =vc,In () +vRIn—, 4.26
P Tl Do ( )

und wir sehen, daf sich die Anderung der Entropie additiv aus zwei Teilen zusammen-
setzt. Ist bei einem adiabatisch, also isentropisch gefiihrten Prozef3 die Entropiedinde-
rung Null, verdndert sich der eine Anteil auf Kosten des zweiten (Kautschukelastizitét,
adiabatische Entmagnetisierung).

4.7 Die Entropie als Zustandsfunktion

Je nachdem, ob wir im 7', V-Raum oder im 7', P-Raum arbeiten, setzen wir an:

oS oS
s — <8T>V dT + (W)T v, (4.27)
S oS
dS= (== ) dT'+ (5| dp. 4.2
° <8T>p +<ap>T ! 2
Aus den Gln. (4.15) + (4.16) ist ersichtlich, daf3 der erste Differentialquotient
85) Cy
o) =Y (4.29)
<8T ., T
IS\ ¢

betragt, wihrend der zweite prinzipiell unzugénglich ist. Es gelingt aber auf einem
raffinierten Weg, den erstmals zu gehen MAXWELL vorbehalten war, diesen Differen-
tialquotienten mit leicht mefibaren Groflen zu identifizieren.

4.7.1 Reversible und irreversible Prozesse

Beispiel 4.1 Bestimmen Sie die Anderung der Entropie bei der reversiblen Verdampfung
von 1 Mol Wasser bei 100 °C und 10° Pal

Die Prozeffithrung mufl nach Kap. 3 so langsam gestaltet werden, dafl der Temperaturun-
terschied zwischen Warmebad und und System nur sehr klein ist: AT = 0. Wir betrachten
zunichst die Anderung der Entropie im System:

So 1 Q 1 1
AS= [Tds =2 / AQ =~ [ AHewp dv. (4.31.1)
S1 T Jo T Ju=o
1 /1 AH 40670
AS = = AHqyop, dv = vap — =109 J/K. 4.31.2
T ),y " evar & T 373 / ( )

Dem steht im Reservoir ein Warmeverlust in Hohe der Verdampfungswérme gegeniiber,
auch bei 373 K. Das Vorzeichen ist entgegengerichtet. Damit ist
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AS =0. (4.32)

Bei einer irreversiblen Prozefifithrung dagegen ist die Umgebung unbeteiligt, daher ist ihre
Entropieinderung Null. Folglich nimmt die Entropie des Systems um 109 J/K zu.

Beispiel 4.2 Bestimmen Sie die Anderung der Entropie beim Wirmeiibergang von einem
Korper A der Temperatur T zu einem Korper B der Temperatur Ty, wobei T > Tp (sehr
kleine Wiarmeiibergiinge ohne wesentliche Anderung der Temperatur).

Dies geht nur mit dem Umweg iiber zwei Warmereservoire der Temperatur Ty — d7T" bzw.
Tp + dT, da ein direkter Warmefiuf$ immer irreversibel ist.
Damit ist

AS = ASy +ASp = — % + & (4.33)

ein positiver Wert, dem ein gleich grofler Betrag entgegengesetzten Vorzeichens in den
Wairmebéddern gegeniibersteht. Bei reversibler Prozefifithrung ist die Entropieinderung wie-
derum Null, bei irreversibler dagegen ist die Entropieinderung wieder positiv, da T >
T = % < 7%, womit AS nach Gl. (4.33) immer grofer als Null ist.

Beispiel 4.3 Bestimmen Sie die Anderung der Entropie bei einem idealen Gas, das iso-
therm bei der Temperatur T von einem Anfangsdruck p; auf einen Enddruck p, entspannt
wird (Prinzip des Gasexpansionsmotors)!

Die technische Arbeit ist

P2 pl
W = —/ Vdp = vRT In —, (4.34)
P1 b2
damit ist
Q P1
AS == =vRIn—. 4.35
T P (4.35)

Wird die Reaktion reversibel durchgefiihrt, steht diesem Wert eine entgegengesetzt gleiche
in einem Wéarmereservoir entgegen, AS ist dann Null, wird dagegen die Entspannung irre-
versibel ausgefiihrt, ist die nach Gl. (4.35) berechnete Entropiesinderung die Anderung der
Entropie des Gesamtsystems.

4.8 Statistische Interpretation der Entropie

Nach (4.12) ist die Anderung der Entropie bei isothermer Expansion bzw. Kompres-
sion

Ve Va
AS=RIn—ANAS=RIn—. 4.
S=Rln 7 ANAS =RIn VB (4.36)

Diese Volumina bestehen alle aus einer sehr grofien Zahl von Molekeln, deren
Schicksal wir nun im Rahmen der vollstdndigen Induktion verfolgen wollen.
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Wir beginnen mit einer Molekel, deren Trajektorie wir im x-ten Teil des Volumens

V' betrachten. Die Wahrscheinlichkeit py, es im Volumen V' zu finden, ist Eins, die
Wahrscheinlichkeit, es im Volumen

Ve =— 4.37
- (437
zu finden, dagegen nur
1
. = —. 4.38
e = (4.38)
Bei x Betrachtungen findet man es nach z - 1/z =

1 einmal im Volumen V,
(Zeitmittelwert). Bei zwei Molekeln ist die Wahrscheinlichkeit, beide im Volumen V;
zu treffen,

(4.39)
Fiir Ny Molekeln ist die Wahrscheinlichkeit, sie im Volumen V zu treffen, Eins,
sie aber alle im Volumen V. zu treffen, nur noch

1\ Va
== ) 4.40
r=() (4.40)

Das Verhaltnis

W v

4.41)
Pz (
gibt an, wievielmal grofler die Wahrscheinlichkeit ist, dal alle Molekeln in V' statt in
V.. angetroffen werden. Sie ist

1

Ny — %

W =

Na
)

8|~

(4.42)
und weil dieses eine sehr grofie Zahl ist:
InW = Npylnz.

(4.43)
Beziehen wir das auf 1 Mol, wissen wir, dal R = kgNa, und x das Verhéltnis des
kleineren Betrachtungsvolumens V, zum Gesamtvolumen ist:

R

RV V
an:glnx:gln?xikBan:Ranx (4.44)
was genau Gl. (4.36) entspricht. Damit wird
AS = Rln K

v (4.45)

e Damit haben wir die bei der Entspannung eintretende Zunahme der Entropie
auf das Verhéltnis zweier Wahrscheinlichkeiten zuriickgefiihrt.
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e Aus den Gln. (4.44) und (4.45) ergibt sich zusitzlich fiir AS = Sy — S; mit
Sy = RIn{ = 0 die (von BOLTZMANN selbst nie hergeleitete) BOLTZMANNsche
Formel, die aber sein Ehrengrab auf dem Wiener Zentralfriedhof schmiickt, ,,in
den Wolken schwebend iiber seiner eindrucksvollen Biiste* [5].

S=kinW (4.46)

mit £ der BoLTZMANN-Konstanten.
4.9 Mischungsentropie

Nach dem DALTONschen Partialdruckgesetz ist

pi =vi— = —kpT. (2.22)

Wenn wir also zwei Gase der Molzahlen v, im Volumen V; und v, im Volumen
V5 bei Addition der Volumina zum Volumen V' mischen, ist bei einem isobaren und
isothermen Prozefl nach Abschn. 4.5:

ASl == I/lRlH ‘/1 + ‘/2 VAN ASl = VlRln ;, (4471)
1 1

ASQ = I/QRIH ‘/1 + ‘/2 VAN ASQ = VQRIH K (4472)
Va Va

Wir erhalten eine Zunahme der Entropie beim (irreversiblen) Mischen zweier Gase
von
AS = AS; + AS,. (4.48)

In diesem Volumen setzt sich der Gesamtdruck nach DALTON aus den Parti-
aldriicken zusammen, und da diese den Molenbriichen

v

i = 4.49
proportional sind, ist eben im Fall des idealen Gases

Auf Gln. (4.47) angewendet, ergibt sich bei Division durch v; + v, die auf die Summe
der reagierten Molzahlen bezogene Entropieinderung:

AS = —11RInz; — 29R1In x,. (4.51)

Da die Molenbriiche kleiner Eins sind, werden die Logarithmen negativ, und damit
wird die Mischungsentropie immer grofier Null.
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4.10 Zweiter Hauptsatz: Endgiiltige Definition

Aus den verschiedenen Ansétzen konnen wir nun den 2. Hauptsatz formulieren, indem
wir mit dem Begriinder dieses Begriffs, CLAUSIUS, feststellen [6]:

Satz 4.2 Wirme kann nicht von selbst von einem tieferen auf ein hoheres Tempera-
turniveau tibergehen.

,Von selbst“ bedeutet, dal keine Verdnderungen in der Umgebung der beteiligten
Korper zuriickbleiben diirfen.
Aquivalent mit dem CLAUSIUSschen Postulat ist das KELVINsche:

Satz 4.3 FEs ist unmdglich, durch bloffe Abkiihlung eines einzelnen Kdorpers unter die
Temperatur des kiltesten Teils seiner Umgebung fortlaufend Arbeit zu erzeugen.

Wenn es bei reversiblen Vorgingen im Prinzip gelingt, eine Anderung der Entropie
zu unterdriicken, ist dies fiir reale Prozesse nicht der Fall. Fiir sie gilt

Satz 4.4 Bei wirklichen Vorgingen in der Natur, die immer irreversible sind, nimmt
die Entropie eines nach auflen abgeschlossenen Systems zu.

4.11 Dritter Hauptsatz

Beim Erreichen tiefer Temperaturen nutzt man den JOULE-THOMPSON-Effekt, um
Luft zu verfliisssigen. Mit der kann man Wasserstoff unterhalb die Inversionstempe-
ratur zwingen und auch ihn verfliissigen, damit Helium. Temperaturen, die jetzt
noch, relativ gesehen, wesentlich tiefer sind, erreicht man mit anderen Entropieef-
fekten (adiabatische Entmagnetisierung). Als Ergebnis stellt man fest, dafi die Re-
aktionswarmen immer kleiner werden, weil die Entropiedifferenzen immer geringer
werden. NERNST sprach als erster die Vermutung aus, dafl es die Entropien selbst
seinen, die immer kleiner wiirden und am absoluten Nullpunkt verschwéanden. Damit
konnte des Punkt selbst nicht erreicht werden:

Satz 4.5 Am absoluten Nullpunkt verschwinden die Entropien aller Substanzen.

Daraus folgt, dal die Entropie absolut berechnet werden kann, nicht nur irgendwelche
Differenzen:

T 4
Sy :/ Q. (4.52)
=0 T
was fiir isochore Prozesse
T
Sp = / ~ar, (4.53)
7=0 T
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ist. Normalerweise wird die Integration abschnittsweise mit konstanter spezifischer
Wiérme vollzogen, so daf3 dafiir

T
Sr = ey / dInT (4.54)
T=0

gilt.

4.12 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 4.1 Bestimmen Sie die Zunahme der Entropie von 1000 g Wasser vom
Schmelzpunkt bis zum Siedepunkt bei normalem Luftdruck (¢, = 4,19 - 103J /kgK)!

Losung.
Ty =2713K, T, =373 K. (1)

373
In— =0,312A ¢, = 4,19 - 10

S 2
273 kg K’ 2)

AS J
— =1,31-10> — =2,36 - 10*

— 2,84R. 3
m kg K kMolK ~ (3)

Aufgabe 4.2 Wie grof§ ist die Zunahme der Entropie beim Sieden von Wasser unter
Atmosphirendruck (spezifische Verdampfungsenthalpie ist A Hyerq = 2,26-10° J/kg)?
Vergleichen Sie mit dem Ergebnis von Aufgabe 4.1!

Losung.

AS  AHvyeqa 2,26-10°) J J

— = = =6059—— =110 —— = 13,3 R. 1
m TVerd 373kgK kg K Mol K ’ (1)
Beim Vergleich zwischen Schmelzen und Sieden fillt auf, dafl die Zunahme der Entro-

pie bei diesem Vorgang fast fiinfmal hoher als bei jenem Vorgang ist.

Aufgabe 4.3 In einem geschlossenen Gefafi mit 5 kg Wasser von 30 °C werden 1000
g Eis von —10 °C eingefiillt. Die Schmelzwérme des Eises ist A Hsepmel, = 6 003 J /Mol,

die Molwéarme des Eises 36,54 J/Mol K, die des Wassers 75,35 J/Mol K. Berechnen
Sie die Entropieéinderung des Systems.

Losung. Zunichst mufl das Eis auf 0 °C gebracht und dann geschmolzen werden. Das
fithrt zur Abkiihlung des anfangs auf 30 °C befindlichen Wassers. Als drittes muf die



4.12 Aufgaben und Losungen 91

entstandene Mischtemperatur bestimmt werden, fiir jeden ProzeBschritt auflerdem
die Entropiednderung.

1 273 K
5@ = @ / Cv<EiS) dT —+ AHSChmelz . (1)
18 263 K
Das macht
1000 1000
0Q = =TS (36,54 - 10 + 6003) J = ETH (6368,4) = 353,8 kJ, (2)
und damit kiihlen sich die 5000 g (277,5 Mol) HoO um
353 800
AT=—————=-16,9°C 3
277,5- 75,35 ’ )
auf 13,1 °C ab. Damit ergibt sich eine Mischtemperatur von
5-13,1+1-0
’ 6+ —10,9°C. (4)

2 1
AS; =555 (cV(Eis) In 2673 + 3756003 + v (H,0) - 284) =1272.4J/MolK. (5)

284

AS, = 277.5 (CV(HQO) >

) — _277,5-4,01 = —1113J/MolK.  (6)

Aufgabe 4.4 CARNOTsche Warmepumpe: Lat man die Warmekraftmaschine in
umgekehrter Richtung laufen, wird mittels mechanischer Arbeit Warme aus dem
kithleren Reservoir (77 = 0°C) in das warmere (7, = 25°C) gebracht. Welche Ar-
beit ist notig, um in (1) 10 1 Wasser einzufrieren? Wieviel Wérme kommt in (2) an
(Schmelzwirme des Eises: AH = 3,35 - 10° J/kg)?

Losung. Schritte 1 — 4 wie in der Vorlesung besprochen, aber umgekehrte Richtung.
Der Wirkungsgrad n ist

_ W _QZ—Ql _T2—T1
n= = - . (1)
Q2 Q2 T
()1 =10-3,35-10° = 3,35-10° J. (2)
25
n =0,084. (3)

~ 298
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Q1
I—mn

Qs = =3,65-10°J. (4)

W =nQy,=3,1-10°J: (5)

Im vorliegenden Fall einer CARNOTschen Maschine gelingt es also, die geleistete
Arbeit W fiir die Erwarmung des Reservoirs (2) um etwa den Faktor

1
~~12 (6)
Ui

zu multiplizieren!?

Aufgabe 4.5 Es werden zwei gleiche, feste Kérper mit den unterschiedlichen Tem-
peraturen 7} und 75 in Warmekontakt gebracht.

1. In welcher Richtung fliet der Warmestrom?

2. Wenn sich nur die Temperaturen aus- bzw. angleichen: Ist das ein reversibler
oder ein irreversibler Prozef3?

3. Welche Entropiedifferenz besteht zwischen Anfangs- und Endzustand? Bestim-
men Sie dazu die Entropie des Korpers mit der hoheren Temperatur T, als
Summe der Entropie des Korpers mit der tieferen Temperatur 71+ dem Integral
zwischen T und T3, beachten Sie bei der Bestimmung der Mischungstempera-
tur, dafl es sich nach Voraussetzung um gleiche Korper handelt!

4. Welche Mischungstemperatur erhalten Sie, wenn Sie die Temperaturangleichung
reversibel durchfithren?

5. Welche Arbeit kénnen Sie entnehmen? Bestimmen Sie dazu die Energien des
End- und des Anfangszustands und bilden sie deren Differenz!

Rechnen Sie mit 1 Mol!

Losung.
1. von heif3 nach kalt.

2. Das ist ein irreversibler Proze, da die Moglichkeit, Arbeit zu leisten, nicht
ausgeniitzt wird.

2Volkswirtschaftlich gesehen, ist die Wirmepumpe dennoch unsinnig, denn es muf erst elektrische
Energie aus Wéarme erzeugt werden.
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B TQdQ_ 15
S—Sl+ T ?—Sl—i-CVlnTl. (1)

Damit haben die beiden Korper die Gesamtentropie
T
Sanf == 251 + Cy In l (2)
T

Die Entropie nach der Angleichung ist

T+ T
Tt = —1 2. 3)

Also betrigt die Entropie eines jeden Korpers jetzt:

T + T3

Sen :Sen =9 1
1,end 2,end 1 +cyin 5T,

(4)
Also ist die Differenz zwischen End- und Anfangszustand [Gln. (2) und (4)]:

Ty + Ty T, (11 + Tn)?
—cyln—==cyln

AS =2y 1 (1 + 1)
v Ton T AT, Ty

(5)

4. Bei reversibler Prozeifithrung mufl sein: AS = 0. Also muf} 7},q kleiner als im
eben berechneten Fall sein:

Ten Ten
SLend = SZend = Sl + Cy / ‘ dlnT = Send = 251 + 26\/ ln Td. (6)
Ty 1

Mit Gl (2) ist dann fir AS

Ton T Te2n
AS=0=0=2cy1n Tld—cvlnf:cvlnﬂi. (7)

Ina=0=a=1= T,qg=\/T1Ts. (8)

5. Damit wird die nutzbare Arbeit

W = CV(Tl + Tg) - QCv\/Tl T2 = Cv(\/i - \/5)2 (9)
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Aufgabe 4.6 Der Wirkungsgrad unserer Muskulatur betriagt etwa 20 %. Bestimmen
Sie die Temperatur, die im Korper herrschen miifite, wenn er als Warmekraftmaschi-
ne arbeiten wiirde! Gehen Sie von einer Auflentemperatur von 20 °C aus. Ist die
Muskelarbeit reversibel oder nicht? Kurze Begriindung (max. 2 Zeilen!)

Losung.

et

T
Eine reversibel arbeitende Maschine ist aus Prinzip unendlich langsam, um die
Energieformen (hier: chemische Energie in mechanische Energie) vollstindig inein-
ander umwandeln zu konnen. Alle in einem endlichen Zeitraum ablaufenden Prozesse
miissen daher irreversibel sein.

n= = T, = 366 K = 93°C. (1)
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5.1 Warum F' und G?

In der Thermodynamik sind wir mit zwei Extremalprinzipien konfrontiert. Jedes Sy-
stem strebt nach Zustand maximaler Stabilitat; dafiir mufl die Energie ein Minimum
aufweisen (dU = 0). Auf der anderen Seite strebt die Entropie einem Maximum zu
(dS = 0). Wir hatten gesehen, dafl eine Warmekraftmaschine, deren Prinzip darauf
beruht, dafl ein Arbeitsstoff sich zwischen 2 Reservoiren unterschiedlicher Temperatur
bewegt und dabei zu einem Teil nutzbare Arbeit verrichtet. Diese Maschine beendet
ihre Tatigkeit, wenn das Betriebsmedium erschopft ist, das die Temperaturdifferenz
aufrechterhélt. Aber auch auf isothermen Wege kann Arbeit geleistet werden. Dabei
veréndert sich das Arbeitsmedium bleibend. Eine isotherm arbeitende Maschine arbei-
tet idealerweise mit einem Wirkungsgrad von 100 %; sie kommt zum Stillstand, wenn
die Anderung des Arbeitsmediums ganz durchgefiihrt ist. Prototyp ist der Gasex-
pansionsmotor oder Druckluftmotor [Gl. (4.2)]. Der hohe Wirkungsgrad wird erkauft
durch eine Verdnderung des Arbeitsmediums: die unter hohem Druck befindliche Luft
wird entspannt, was ihre Entropie vergréfiert, ndmlich um

AS = AQuer /T, (5.1.1)

woraus umgekehrt fiir die reversibel zugefithrte Warme

AQrey = TAS (5.1.2)

folgt. Damit wird aus dem 1. Hauptsatz

AW,y = AU — TAS, (5.2.1)

was fiir isotherme Vorgéinge zu

AW,y = A(U — TS) = 0 (5.2.2)

wird. Wie wir sehen, enthélt die Klammer nur Zustandsgrofien, also ist auch ihr Inhalt
eine Zustandsgrofle. Sie wird Freie Energie genannnt:

F=U-TSAG=H-TS. (5.3)

95
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Die Freie Energie ist immer kleiner als die Innere Energie, die sich von dieser um
die Gebundene Energie unterscheidet. Diese wird nicht etwa vergeudet, sondern steht
lediglich nicht mehr zur Verrichtung weiterer Arbeit zur Verfiigung.

Damit wird die Innere Energie zu einer Funktion von S und V', die Enthalpie zu
einer von S und p, die freie Energie zu einer von 7" und V', und die freie Enthalpie zu
einer von 7" und p.

Das geforderte Minimum als Funktion von 7" und V' bzw. T" und p wird unter
isothermen Bedingungen gegeben durch die GiBBS-HELMHOLTZschen Gleichungen

dF = dU — TdS = 0 A dG = dH — TdS = 0. (5.4)

Alle diese Funktionen erfiillen die Norm einer Zustandsfunktion. Sie weisen ein
totales Differential auf, was umgekehrt bedeutet, daf§ ihre Bestimmung aus den Ab-
leitungen wegunabhéngig ist — dies gilt im iibrigen auch fiir die Entropie und das
Volumen. damit erfiillen sie die Bedingung eines Potentials. Man spricht daher auch
von den vier thermodynamischen Potentialfunktionen, die durch eine LEGENDREsche
Transformation ineinander iiberfithrbar sind.

5.1.1 Die Funktionen bei konstantem Volumen

oU oU
w (%) ase () av o5
dU = TdS — pdV. (5.6)

dF =d(U = TS) = TdS — pdV — TdS — SAT = dF = —SdT —pdV  (5.7)

oF oF

dF = <<9T>V dT + <W>T dv. (5.8)
5.1.2 Die Funktionen bei konstantem Druck
o0H oH

H = Y2l A .
d (85) dS+<ap>Sdp, (5.9)
p
dH =TdS + Vdp. (5.10)

dG = d(H —TS) = TdS + Vdp — TdS — SdT = dG = —SdT + Vdp  (5.11)

oG oG
= (Z) ar+ (&2 . 12
dG <8T>pd +<8P>po (5.12)
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5.1.3 Erste Ableitungen

Aus diesen Gleichungen ergeben sich kreuzweise Identitédten von 7', p, S und V:

9,2,
-()-(3),
s () -~ (%) -~

Wir sehen, daf die totalen Differentiale aus partiellen Ableitungen bestehen, die
entweder intensive GroBen sind (7" oder p), dann ist aber die Verdnderliche eine ex-
tensive Grofle, oder umgekehrt. Man nennt diese GroBlen kanonisch konjugiert, ein
Begriff, der aus der HAMILTONschen Mechanik stammt. Weiterhin ist U die einzi-
ge Funktion, bei der beide Ableitungen intensive Gréflen sind, und umgekehrt ist G
die einzige Funktion ist, deren beide Verdnderliche intensive Groien sind. Aus diesen
Zusammenhéngen geht weiter hervor, dal die Division zweier extensiver Gréflen, die
mit der Groéfle des inkriminierten Systems zusammenhéngen, wie Volumen, Innere
(Freie) Energie, (Freie) Enthalpie, Entropie, eine intensive Grofie ergibt wie Druck
oder Temperatur. Die Division einer extensiven Gréfle durch eine intensive ergibt
wiederum eine extensive Grofle.

5.2 Die Maxwellschen Relationen

Aus den zweiten Ableitungen schliefflich ergeben sich die fundamentalen thermodyna-
mischen Relationen, die weite Gebiete, die sich einer Messung entziehen, auf bequeme
Weise zugéinglich machen. Sie wurden von MAXWELL hergeleitet und werden daher
als MAXWELLsche Relationen bezeichnet. Mit Gl. (5.6) ergibt sich

<2€>s - <§§>V - @;)s == @)V (5.17)

Aus GI1.(5.10) folgt entsprechend

(B0, e

Aus GL.(5.7) folgt entsprechend
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3-8,

Aus Gl (5.11) folgt schliellich
8‘/) <8S> <8T> (8}9)
IV (92 o () (92 (5.20)
<8T , ) o), 95 )

5.3 Innere Energie U

Wir haben nun die Handwerkszeuge, um elegant thermodynamische Probleme zu
16sen. Untersuchen wir als erstes die Abhéngigkeit der Inneren Energie von .S und V/,
ergibt sich nun

ou ou
we (%) a5+ (22) o o

Im Falle des idealen Gases hatten wir gefunden, daf3 die beiden Differentiale von U =
dU(T, V') aus ¢y und —p bestehen. Jetzt wollen wir einen allgemein-giiltigen Ausdruck
herleiten. Dazu dividieren wir Gl. (5.21) bei konstanter Temperatur durch 9V:!

oU ) < a8 )
— | =T(=5] —p (5.22)
<6V T ov ).,
Mit der Relation (5.19) setzen wir nun aber nicht die Volumenabhéngigkeit der Entro-

pie, sondern den Spannungskoeffizienten ein. Damit erhalten wir als allgemein-giiltiges
Ergebnis

ou dp
dU=|—=—=| dS+T|=—=| —» 5.23
(as), 2507 Gx), 62
Fiir das ideale Gas setzen wir fiir den Spannungskoeffizienten
1(0p 1
= (=) == 1.12
ﬁV D <8T> ” T ( )

so daB der Differentialquotient selbst gleich p/T" wird, damit verschwindet die Diffe-
renz, und wir erhalten das uns bereits bekannte Ergebnis: Die Innere Energie eines
idealen Gases ist eine reine Temperaturfunktion. Der in realen Gasen iibrig bleibende
Term ist verantwortlich fiir die Abweichungen eines Gases von der Idealitdt. Daher
wird g—g oft auch als Binnendruck bezeichnet.

'Einen exakten Zugang zu dieser Relation findet man in den Ubungsaufgaben zu Kap. 5.
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5.4 Entropie S

In den Gln. (4.16) — (4.19) konnten wir die ersten Differentialquotienten

oS . Cy
() —= 4

IS\ ¢
G o

die die Temperaturabhéngigkeit der Entropie beschreiben, identifizieren, dagegen
nicht die Druck- bzw. Volumenabhéngigkeiten. Diese ergeben sich nun als Ernte aus
den MAXWELLschen Relationen zu

oS op
(av>T - (w)a (519)

() (5,

worin der Spannungskoeffizient [Gl. (5.19)] bzw. der Ausdehnungskoeffizient [GI.
(5.20)] verborgen sind. Also ist fiir isochore Anderungen

bzw. zu

_ o @
ds = T dT + <8T>V dVv, (5.24)
und bei konstantem Druck wird
p oV
dS = —-dT — (8 )p dp. (5.25)

Diese beiden Gleichungen werden ofter die ,,dS-Gleichungen®“ genannt. Fiir ideale
Gase fallen die druck- bzw. volumenabhéngigen Anteile weg.

5.4.1 Spezifische Wirmen c, und cy
5.4.1.1 Differenz zwischen ¢, und cy. Mit den Gln. (3.15), (3.16) und (3.19)

konnen wir damit als néchstes den Zusammenhang zwischen ¢y und ¢, auch allge-
meiner formulieren:

(?j{)p _ 68T (U +pV), (5.26)

was wegen (Op/9dT), = 0 zu
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(CEIY{L N (?T]>p P (Z?)p (5.27)

wird. Andererseits ist das totale Differential

ou ou
we (%) e (2) v o

und damit wird fiir die Temperaturabhéngigkeit der Inneren Energie bei konstantem

Druck
ou ou ou ov
=) =% ) () . 2
(57),~ (), (&), () =
p p
Unter Beachtung der Definitionen fiir ¢, und ¢y erhalten wir durch Einsetzen der GI.
(5.29) in die Gl. (5.27) fiir deren Differenz

ou ov
Cp — Cy = [(W)T —I—p] (W)p . (530)
Andererseits ist mit Gl. (5.22) zusammen mit der thermodynamischen Relation (5.17)
ou dp
— | =T|=] - Sl.1
(ov), =7 (@), v 631
bzw.
op oU
T| = | === 31.2
(or), = (@), = 6312
so dafl wir schlieBlich aus (5.30) und (5.31)
dp oV
Cp — Cy = T (W)V <87_’>p (532)

erhalten. Im ersten Differentialquotienten verbirgt sich der Spannungskoeffizient (3, =
ap/kr), im zweiten der (isobare) Ausdehnungskoeffizient [Gln. (1.12) und (1.10)].
Damit wird Gl. (5.32) umgeschrieben

TVa?  Ta?
Cp — Cy = - = pT (533)

Fiir kondensierte Materie ist o, sehr klein; damit wird die Differenz ¢, — ¢y ebenfalls
als sehr klein erwartet. Meist ist aber auch die Kompressibilitat x7 sehr klein, womit
der Quotient o/ durchaus endliche Werte annehmen kann. Der Grund hierfiir ist
im Binnendruck zu suchen, der erhebliche Werte fiir kondensierte Materie annehmen
kann. Damit wird der Spannungskoeffizient ebenfalls sehr grofs.
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5.4.1.2 Weitere Abhingigkeiten. Da die Entropie eine Zustandsfunktion wie U
und G ist, kénnen wir das MAXWELLsche Verfahren auch auf die gemischten zweiten
Ableitungen anwenden. Aus den Gln. (5.24) und (5.25) ergeben sich somit die Druck-
abhéngigkeit der spezifischen Warme bei konstantem Druck bzw. die Dichteabhéngig-
keit der spezifischen Wéarme bei konstantem Volumen:

0 9 (op\ .0
0 o (oV (9

5.5 Enthalpie

Ensprechend dem Vorgehen bei der Inneren Energie konnen wir auch den Term (%—?)T

auflosen.

OH aH

Im Falle des idealen Gases hatten wir gefunden, daB die beiden Differentiale von
H = dH(T,p) aus ¢, und V bestehen. Jetzt wollen wir einen allgemein-giiltigen
Ausdruck herleiten. Dazu bestimmen wir die Druckabhéngigkeit von H bei konstanter
Temperatur aus Gl. (5.10):

OH S
() =7(5) +v (5.37)
dp ) p ),
Damit kénnen wir nun Gl (5.37) mit der MAXWELLschen Relation (5.20) umschrei-
ben zu
0H ov
— | =-T V. 5.38
(), = (@), + o3

5.5.1 Joule-Thomson-Effekt

Diese Gleichung setzen wir nun in die Gl. (3.48) ein, mit der wir sie auflésen kénnen.

(
Héngen geblieben waren wir am Term (8—H) Fiir ein VAN-DER-WAALS-Gas setzen
wir jetzt die Bestimmungsgleichung fiir V- = V(T p) ein. Wir hatten gefunden [Gl.

(1.30)], daB

oV = RT + (b - RT) = (5.39)
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RT a

V=—+b——. 5.40
PR (5.40)
Damit wird der Temperaturkoeffizient
ov R a
— | =— . 5.41
<8T)p p R (5:41)
Einsetzen in Gl. (5.38) liefert fiir den Druckkoeffizienten
0H RT  a RT a
) =y & 5.42
<8p >T D RT + D + RT’ ( )
was
oOH 2a
— | =——=+b 5.43
( Op >T RT * (5.43)
ergibt. Damit erhalten wir fiir 1 mit Gl. (3.49):
AT -
— ) =pu=E " 5.44
( Ap ) H ! Cp 5449

was einen wesentlichen Fortschritt gegeniiber unserer alten Gleichung (3.41) bedeutet.
Mit der konnten wir nur voraussagen, daf sich der Temperaturkoeffizient bei Druck-
variation verdndern wiirde. Nun kénnen wir sogar die sog. Inversionstemperatur be-
stimmen, die sich im Rahmen unserer Naherung als die doppelte BOYLE-Temperatur
erweist. Ist

o % > b, wird p > 0: Abkiihlung bei Drucksenkung,
° % < b, wird pu < 0: Erwdrmung bei Drucksenkung.

Aus den kritischen Daten kénnen wir nun mit dem Theorem der Ubereinstim-
menden Zustdnde die Inversionstemperatur als Funktion der kritischen Temperatur
berechnen; sie ergibt sich zu

27
T’i,calc. - ZTk (545)

Damit sind die in Tab. 5.1 angegebenen Inversionstemperaturen berechnet.

Satz 5.1 Alle Gase erwdrmen sich oberhalb einer fir das jeweilige Gas charakteri-
stischen Temperatur, der sog. Inversionstemperatur, bei der Entspannung und kiihlen
sich bei niedrigeren Ausgangstemperaturen ab.

Der Grund ist im Wechselwirkungspotential zu suchen. Z. B. weist das nach LEN-
NARD und JONES benannte Potential zwei Aste auf:

e Fiir grofle Volumina oder niedrige Driicke negative Werte, die Anziehung iiber-
wiegt. Weitere Expansion mufl also gegen diese anziehenden Krifte geleistet
werden, die der Inneren Energie des Gases entnommen werden muf.
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Tabelle 5.1. Nach VAN DER WAALS berechnete und gemessene Inversionstemperaturen

einiger Gase.

Gas | Ticale. | Timeas. Bemerkungen

(K] K]
Nso 851 621 T > RT
Luft | 898 603 T; > RT
Hy 223 202 | Vorkiihlung mit fl. Luft (7"~ 80 K)
He 35 40 Vorkiithlung mit fl. He (7' =~ 20 K)
CO5 | 2052 1500

e Fiir kleine Volumina oder hohe Driicke iiberwiegt dagegen die Abstofung. Es
mufl Kompressionsarbeit geleistet werden, um das Volumen zui verringern. Um-
gekehrt wird bei der Expansion Wéarme frei.

5.6 Aufgaben und Lésungen
Aufgabe 5.1 Bestimmen Sie ¢y von Ethanol bei 25°C und 1 bar, wenn gegeben
sind:

e p=0,798 g/cm?,

e a,=1,12-107*/K,

e rp =7,58-107"/bar,

e C, =244 g%:!

Losung. Wir bestimmen als erstes die aufs Mol bezogene spezifische Wirme. Die
molare Masse ist 46,07 g, das Molvolumen 58,4 ¢cm?®. Damit wird ¢, = 112,4 ﬁ

Mit der Formel (5.33) wird dann ¢, = 83,6 ﬁ Die Differenz ist also 28,8 5,
fast 4 R.

Aufgabe 5.2 Bestimmen Sie die Differenz ¢, — ¢y fiir Wasser, wenn gegeben sind:
e p=1,04 g/cm?,
e a,=2,0-10""/K,
e k7 =4,4-107°/bar.

Lésung. Mit dem Molvolumen von 18 c¢cm? ergibt sich mit Formel (5.33) ein Wert
von 0,5 ﬁ oder 0,06 R. Der Absolutwert von ¢, liegt bei 75 ﬁ oder 9,0 R.
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Aufgabe 5.3 FEine frisch gefiillte 50 I-Druckluftflasche enthélt Druckluft von 200 bar,
was insgesamt 12,03 kg oder 413 Mol bei Zimmertemperatur ausmacht. Um wieviel
vermindert sich ihre Freie Energie bei der isothermen Entspannung (1 bar, 25 °)?7

Loésung.
AF =AU —TAS (1)

Fiir einen isothermen Prozef} ist

AU = 0. (2)

Also wird AF allein durch die Entropieéinderung bestimmt:

15 D1

AS =nc,In ()—i—ann, 3
P Ty D2 3)

woraus sich zunéachst

200
AS =413-8,314 - (ln1 = 5.298) = 18,19 kJ/Mol K (4)
und schliefilich
200 JK

AF =413-8,31-TIn —

NI = D21k (4)

ergibt.

Aufgabe 5.4 Bestimmen Sie nach dem Theorem der Ubereinstimmenden Zusténde
die Inversionstemperatur!

Losung. Wir gehen aus von GI.(1.29)

a
B=b—— 1.2
b R (1.29)

und setzen B = 0 fiir 7' = Tp. Einsetzen von (1.34.1) und (1.34.2) liefert

27
TB - nga (2)
und damit
27
T, = —T. (3)
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Aufgabe 5.5 Erkldren Sie mit der VAN-DER- WAALS-Gleichung den Effekt von JOULE
und THOMSON! Wie grofl ist AU? Um welchen Betrag unterscheidet sich die Areit
eines VAN-DER-WAALS-Gases von der eines idealen Gases?

Losung. Wir starten mit Gl. (5.45):

20 _
(AT> iy (5.45)
H

auBerdem wissen wir, daf§ bei der isenthalpischen Prozeffithrung (AH = 0) sich AU
zu AW ergibt. Dabei ist aber jetzt

h— o
AW = -A(pV) = -A [RT(I + VRT] : (1)
wobei wir im letzten Term % durch p ersetzen:
AW——A[RTJr(b—a) }——RATJr(b—a)A ()
- rT)P) T rT)

Wir sehen also, dal der Betrag um den zweiten Summanden von der Arbeitsleistung
eines idealen Gases abweicht. Wir kénnen dies anschaulich verstehen, indem wir W
als Funktion von p und T betrachten, also eine isotherme Druckerhchung Ap. Die
beiden Teile b und z haben gegenldufige Effekte. Durch b wird die Arbeitsleistung
gegeniiber einem idealen Gas vergrofiert, durch den zweiten Term vermindert.

Aufgabe 5.6 Leiten Sie die Gl. (5.22) ab!
Losung. Aus Gl. (5.6) folgt fiir dS:

1
ds = T (dU + pdV), (1)
was durch Einsetzen des totalen Differentials fiir dU
1 (oU 1| [/oU
dS === | dT+ = || = dVv 2
o), 77 |(5), g
ergibt. Der erste Term ist also (g%)v, der zweite dagegen (%)T. Fiir den zweiten

Term schreiben wir mit der MAXWELLschen Relation

(39,2,

(), -+,

und damit
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aufgeldst nach 92 [Gl. (5.23)]:

oU dp
) =7 (22} .
(ov), =7 (), v ®
Aufgabe 5.7 Leiten Sie die Gl. (5.38) ab!

Losung. Wir starten mit der Gleichung H = H(S,p), Gl. (5.36), und 16sen nach dS
auf:

1
ds = T (dH — Vdp), (1)
was durch Einsetzen des totalen Differentials fiir dH
1 (OH 1 |[(0H
dS==|—=—| dIT'+=||— | —V|d 2
rlor), o7 |(5), -] @ g
p
ergibt. Der erste Term ist also (%) , der zweite dagegen (%)T. Fiir den zweiten
p

Term schreiben wir mit der MAXWELLschen Relation

(@), (), <3>

(ar) =7 l(%), ] ®

aufgelost nach %—IZ |GL (5.38)]:

oOH 1%
(ap>T: - (w)ﬁ“ ©)

Aufgabe 5.8 Zeigen Sie, dafl der Binnendruck fiir ein VAN-DER-WAALS-Gas gleich
a/V? ist.
Losung. Mit der Gl. (5.22) wird fiir ein VAN-DER-WAALS-Gas, fiir das

und damit

RT a
also
dp R
e - 2
()~ @
ist,

ou _RT_(RT _a)_a (3)
V), V—-b \V-b V) V¥
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Mit den Gln. (5.5) — (5.12) haben wir uns die Werkzeuge verschafft, um chemische
Gleichgewichte quantitativ behandeln zu kénnen. Wie sich die abgeleiteten Grofien
verhalten, sahen wir in den Gln. (5.13) — (5.16). Arbeitet man isotherm, ist die DGI

dF =pdV AdG =V dp. (6.1)

Fiir die kondensierte Materie unterscheiden sich die beiden Groflien kaum, da die
Kompressibilitaten der Fliissigkeiten und Festkorper relativ klein sind (gréenord-
nungsmiflig 107%/bar). und damit werden auch die Anderungen der Integrale, als die
Volumina, klein. Bei Gasen ist das anders:

Beispiel 6.1 Bestimmen Sie die Anderung der Freien Enthalpie bei der isothermen Ent-
spannung von 1 Mol idealen Gases vom Druck p; zum Druck ps!

AH ist fiir einen isothermen Prozefl Null. Folglich ist W = —(Q), und mit

av_ _dp

6.2
= (62
wird
P2 Vo pl
W:—Q:/ Vdp:—/ pdV = RTn 2L, (6.3)
P1 Wi P2
Also ist die Anderung der Entropie bei isothermer Prozeffiihrung
@iQ 1 @ p1
AS:/ 7:7/ 5Q = Rin L. 6.4
o T Tl @ P2 (64
Damit betriigt die Anderung der Freien Enthalpie
AG =Gy — Gy =-TAS = —RTIn 2t = RTIn 2. (6.5)

P2 p1

Da nach Voraussetzung p; > ps, ist AG negativ. Die freie Enthalpie eines komprimierten
(idealen) Gases ist grofer als die eines entspannten, die Richtung der Reaktion ist damit
vorgegeben; es kommt, wie erwartet, zur Entspannung.

Aus Gl. (6.5) ergibt sich fiir den Standardzustand von 1 atm (fiir ein ideales Gas):
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AG =G —G°+ RT(Inp — In1) [atm], (6.6)

die entscheidende Gleichung zur Bestimmung des chemischen Gleichgewichts, das mit
dem Massenwirkungsgesetz von GULDBERG und WAAGE beschrieben wird.

6.1 Das Massenwirkungsgesetz

Danach ist die Gleichgewichtskonstante einer Reaktion

UaA + B — veC 4+ vpD (6.7)

bei konstantem Druck gegeben durch

K. = pléCpVDD _ H?zlpijl (6 8)
P VA I/B_Hn'V.j7 .
PA P z:]pj

wenn die v; die stéchiometrischen Gewichtskoeffizienten der Reaktionsprodukte und
die v; die der Reaktanten sind. Nach dem idealen Gasgesetz ist der Partialdruck
proportional der Teilchenzahldichte, also der Konzentration,

pi = RIS = RT¢ (6.9)
und damit ist
(AP (RTY e TIL ¢ (RT)" RT)”
Ky = e = oy = Kot (6.10)
pA P (RT)vatve I c; (RT)vi (RT)"i

Andererseits ist die Differenz der Freien Enthalpien der Reaktion (6.7)

AG = (VG + veRT Inpe + vpGy) + vpRT Inpp)—

11
—  (WAGS + vaRT Inps + vgG + vgRT In pg), (6.11)
allgemein also
= o = o H?:lp’lﬁ
AG =Y vG; =Y vG5 + RTIn ——— (6.12.1)
i=1 j=1 Hz‘:jpj
oder
o H?:lpf;z
AG =AG°+ RT In o (6.12.2)

H?:jp]
was mit der Definitionsgleichung der Gleichgewichtskonstanten (6.8) die Gleichung

AG = AG° + RTIn K, (6.12.3)

ergibt. Im Gleichgewicht ist AG = 0 (Energieminimum), also wird die VAN’T
HoFFsche Reaktionsisotherme
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AG®° = —RTIh K,. (6.13)

Ist K > 1, wird das Gleichgewicht (6.7) rechts liegen, damit wird der Logarithmus
positiv und AG ist negativ: die Reaktion lauft von links nach rechts.

Mit diesen Gleichungen haben wir die Gleichgewichtskonstanten mit den Ande-
rungen der Freien Energie bzw. der Freien Enthalpie verkniipft — jedenfalls fiir ideale
Gase und, mit minimalen Modifikationen, auch fiir ideale Losungen.

6.2 Temperaturabhingigkeit der Gleichgewichtskonstanten

Dazu gehen wir aus von Gln. (5.16) und ersetzen F' und G durch AF und AG; hier
die Ableitung fiir AG:

OAG
Mit der GiBBS-HELMHOLTZ-Gleichung ersetzen wir AS nach
AH — A
AS = 76;, (6.15)
T
womit wir
OAG AG — AH
p
oder
AH OAG AG
- = ( a7 )p ~ 7 (6.16.2)
erhalten. Die rechte Seite ist aber
OAG AG 0 [AG
<8T ) T =T (7)) (6.17)

woraus wir mit (6.16.2) fiir die Temperaturabhéngigkeit der Freien Reaktionswérme

OAG AG AH
(c’)T) ST T (6.18.1)
oder
0 /AG AH
Tar (T) - (6.18.2)

eine andere Form der GiBBS-HELMHOLTZ-Gleichung erhalten, und mit (6.13) die
VAN’T HOFFsche Reaktionsisobare:
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dlnK, AH°
T -~ m (6.19)
Entsprechend ergibt sich mit AF die VAN’T HOFFsche Reaktionsisochore zu
dinK, AU°
T - B (6.20)

Fiir kleine Temperaturintervalle kann man AH als temperaturunabhéngig approxi-
mieren und erhélt

o o

T + const Aln K, = — T

Trigt man In K, gegen 1/T auf, erwartet man eine Gerade mit der Steigung —AH°/RT,
fiir In K. entsprechend eine Steigung mit —AU°/RT.

InK, =— + const : (6.21)
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In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Phasenumwandlungen, also diskontinu-
ierlichen Prozesse wie Verdampfen und Erstarren einer Fliissigkeit, am Anfang einer
reinen Substanz, am Ende mit Mischungen aus zwei Komponenten.

7.1 Phasen

Zustdnde einer Substanz, zwischen denen Phasenumwandlungen vor sich gehen kén-
nen, werden als Phasen bezeichnet. In einem abgeschlossenen System hat im Gleich-
gewicht eine Phase an jeder Stelle zu jeder Zeit die gleichen intensiven Eigenschaften
(p, T = const, s. Abschn. 2.4).

Auf jeden Fall sind also die drei klassischen Aggregatzustinde Phasen. Es kann
jedoch auch innerhalb eines Aggregatzustandes verschiedene Phasen geben.

7.1.1 Der amorphe Zustand

Glas ist die bekannteste amorphe Substanz. Unter dem EinfluB von Wérme ver-
wandelt sich der feste Zustand ohne Phasenumwandlung, d. h. ohne jede Diskonti-
nuitét, allméhlich, also ohne den fiir Phasenumwandlungen charakteristischen schar-
fen Schmelzpunkt, in eine Fliissigkeit. Festes und fliissiges Glas sind daher keine
unterschiedlichen Phasen.

7.2 Latente Wiarme

Bei vorgegebenem Druck erfolgt eine Phasenumwandlung immer bei einer ganz be-
stimmten Temperatur, wihrend der beide Phasen im Gleichgewicht stehen. Insbe-
sondere fithrt Warmezufuhr nicht zu weiterer Erh6hung der Temperatur, sondern
zu einer Verschiebung des Anteils der bei hoherer Temperatur stabilen Phase. Die
Abhéngigkeit der Temperatur der Phasenumwandlung vom Druck bezeichnet man
als Schmelzdruck- oder Dampfdruckkurve.

Wird bei einer bestimmten Phasenumwandlung, z. B. beim Sieden, Wérme ver-
braucht, wird sie beim entgegengesetzten Prozef3, hier also der Kondensation, aus
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Griinden der Energieerhaltung wieder frei. Diese Wérme heiit Umwandlungswirme:
Verdampfungswéirme oder Schmelzwérme. Da sie im System bei einer Abkiihlung
vorhanden ist bzw. bei einer Erwarmung zusétzlich aufgewendet werden muf, ist sie
latent, also versteckt, vorhanden.

Bei einer unter Erwérmung stattfindenden Phasenumwandlung wird immer Warme
verbraucht, da das System dem &ufleren Zwang in dieser Weise auszuweichen versucht
(Prinzip von LE CHATELIER).

7.3 Zustandsdiagramm

Den Zusammenhang zwischen Druck, Volumen und Temperatur trédgt man in einem
pVT-Diagramm auf. Da es sich um ein vierdimensionales Gebirge (eine sog. Hyper-
fliche) handelt, zeichnet man dadurch Schnitte. Moglich sind

e p,T-Diagramm,
e V p-Diagramm und
e V. T-Diagramm.

Wie wir wissen, sind die bei der Verdampfung koexistierenden Phasen Dampf und
Fliissigkeit durch ein stark unterschiedliches Volumen ausgezeichnet, wahrend Druck
und Temperatur gleich sein miissen. Daher sind die Zustandsdiagramme prinzipiell
unterschiedlicher Natur (Abbn. 7.1).

200 T T T T T T T T T T T T T T L L L LI T T T
- Flussigkeit / \ b
— 150} | —_ Dampf
) ]
8, 8, c
S 1001 3 :
5 Fliissigkeit g
Q. o B
g 50 g :
o [
0 i
6 \ \% Vg
Temperatur [a. u.] Volumen [a. u.]

Abb. 7.1. Zustandsdiagramme fiir den Phaseniibergang fliissig — gasférmig zeigen unter-
schiedlichen Habitus.

Das der Zerlegung in zwei Phasen entsprechende Gebiet kann im p, T-Diagramm
nur eine Linie sein, im V, p- und V, T-Diagramm sind dagegen Fldachen moglich.

Bei Betrachtung des V, T-Diagramms fallen die horizontalen Linien auf, die sog.
MAXwELLschen Geraden, die Dampf- und Fliissigkeitsvolumina gleicher Temperatur
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miteinander verbinden. Wird das Gas, vom Punkt a kommend, isotherm komprimiert,
trifft es irgendwann, z. B. bei Punkt A, auf die Grenzkurve des Zweiphasengebietes,
an dem es das Volumen V, hat. Die Kondensation beginnt. Bei weiterer isothermer
Komprimierung nimmt die Menge des Kondensats auf Kosten des Dampfes zu, bis
der Punkt B erreicht ist, bei dem das Gas restlos in eine Fliissigkeit mit dem Volumen
Vg tberfithrt worden ist.

Die spezifischen Volumina Vg und Vj sind eindeutige Funktionen der Temperatur.
Sie begrenzen das Zweiphasengebiet, in dem die Ableitung unbestimmt ist: beliebig
kleine Kompressionen fithren zu grofien Volumenénderungen.

Die auf der Strecke AB liegenden Punkte stellen Gleichgewichtszustinde von
Dampf und Fliissigkeit dar und sind eigentlich Marken fiir das jeweilige Mengen-
verhéltnis. So ist am Punkt A 100 % Dampf und am Punkt B 100 % Fliissigkeit
vorhanden. Am Punkt C' aber ist der Anteil Dampf x und der Anteil Fliissigkeit
1—ua:

V=aVy+ (1 —2)V, (7.1)
woraus die Hebelregel der Thermodynamik folgt:
V —Va Vo=V
= M= o (72)

woraus sich das Verhéltnis dieser beiden Gréflen als umgekehrt proportional zum
Abstand AC bzw. BC ergibt:

x V—-Va BC
l—z V,—-V AC (7.3)

Wir sehen uns nun speziell das 7', p-Diagramm und das V, P-Diagramm an.

7.3.1 Clausius-Clapeyron-Gleichung

Ein System, in dem Dampf und Fliissigkeit im Gleichgewicht stehen, werde einer
Kompression unterworfen. Nach LE CHATELIER miissen nun Prozesse ausgelost wer-
den, die sein Volumen verkleinern. Es wird also eine Kondensation stattfinden (Abbn.
7.2).

Daher befindet sich das Gebiet der kondensierten Phase oberhalb der Dampf-
druckkurve, die fliissige Phase existiert ja auch bei niedrigerer Temperatur als die
Dampfphase. Fiir eine Dampfdruckkurve scheidet dagegen die rechte Kurve aus, da
bei steigender Temperatur der Dampfdruck zunehmen mu$.

Dies ist nur eine Moglichkeit fiir anomale Phaseniibergéinge, bei denen beim
Schmelzen das Volumen abnimmt (z. B. Eis oder Wismut).

Der quantitative Zusammenhang erschliefit sich aus der Bedingung, dal am Sie-
depunkt die freien Energien von Dampf und Fliissigkeit gleich sein miissen, also

Gpampt = Gr1.. (7.4)
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200 fr
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Abb. 7.2. Zur Dampfdruckkurve (lks.) und anomalen Schmelzdruckkurve (re.).

Nach Gln. (5.11) und (5.12) wird dann fiir die beiden Phasen:

oG 0G

zusammen also

& _as
ar AV’
Da am Siedepunkt AG =0 = AS = A?H, vereinfacht sich diese Gleichung zunéchst
zZu

—ASAT + AVdp =0 = (7.5.2)

dp AH
iT ~ TAV (7.6)

Vernachléssigt man das fliissige gegeniiber dem gasférmigen Volumen und wendet fiir
das Gasvolumen das ideale Gasgesetz an, was direkt am Siedepunkt natiirlich keine

gute Néherung ist, also AV =V, —vg = V=V, = %, ergibt sich in 1. N&herung
schlieflich

dp AH AH

T~ ' dT' = Inp = T + const : (7.7)

Der Logarithmus des Dampfdrucks, aufgetragen gegen die reziproke absolute Tem-
peratur, sollte eine fallende Gerade ergeben, aus deren Steigung man die Verdamp-
fungswiarme bestimmen kann.

7.3.2 Kritischer Punkt

Mit zunehmender Temperatur steigt die Dampfspannung exponentiell an, wobei
gleichzeitig die Dampfdichte zunimmt, wihrend die Fliissigkeitsdichte abnimmt. Bei
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einer bestimmten Temperatur, der kritischen Temperatur, unterscheiden sich Fliissig-
keit und Gas nicht mehr, was das Ende der Dampfspannungskurve bedeutet. Im Zwei-
phasengebiet des V, p-Diagramms wird der Bereich der MAXWELL-Geraden immer
kiirzer und verschwindet am kritischen Punkt. Dieser Punkt hat eindeutige Koordi-
naten im pV'T-Diagramm. Am kritischen Punkt ist die Umwandlungswérme zwischen
Fliissigkeit und Gas Null. Die Existenz des kritischen Punktes weist darauf hin, daf es
keinen prinzipiellen Unterschied zwischen den beiden Aggregatzustédnden fliissig und
gasformig gibt. Dazu betrachten wir die Punkte @ und b im V,T-Diagramm (Abb.
7.3).

T 1 T T T T T T T T T T T T Abb.7.3. Am kritischen

Flissigkeit oo N Dampf | Punkt entartet die MAaX-
e K I 1 WELL-Gerade ~ zu  einem

;7 /_\ N Punkt, die  Unterschiede

/ C B Voo zwischen  Fliissigkeit — und

/ / \ \ Dampf verschwinden. Beim
: : ] Weg von b nach a erreicht
man, von dampfformigen
. . ] Dichten kommend, Dichten
/ \ | einer Fliissigkeit ohne Pha-
: : seniibergang; man befindet
Volumen [a. u.] sich im fluiden Gebiet.

Temperatur [a. u.]
oo~
>
;m"’

Im V,T-Diagramm erkennt man das Geschehen in einem abgeschlossenen Gefif3
oder Reaktor leicht:

e Volumen grofler als das kritische Volumen, Punkt A. Erhcéhung der Temperatur
bei konstantem Volumen (isochorer Prozefl) bedeutet senkrechte Linie nach B,
auf der die Fliissigkeitsmenge abnimmt, bis dort alles in Gas umgewandelt ist.
Der Meniskus verschwindet am unteren Ende des Reaktors.

e Volumen kleiner als das kritische Volumen, Punkt D. Erhéhung der Temperatur
bei konstantem Volumen (isochorer Prozefl) bedeutet senkrechte Linie nach C,
auf der die Fliissigkeitsmenge zunimmt, bis dort alles in Fliissigkeit umgewan-
delt ist. Der Meniskus verschwindet am oberen Ende des Reaktors.

e Volumen gleich dem kritischen Volumen, Punkt D. Erh6hung der Temperatur
bei konstantem Volumen (isochorer Proze8) bedeutet Erreichen von K, an dem
der Meniskus irgendwo im Reaktor verschwindet.

Oberhalb der kritischen Temperatur lassen sich Gase durch noch so hohen Druck
nicht mehr in Fliissigkeiten umwandeln (s. Tab. 7.1).
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Kristalline Festkorper unterscheiden sich von Fluiden durch ihre Fernordnung
(Anisotropie). Daher kénnen sich Festkorper und Fliissigkeit prinzipiell nicht kon-
tinuierlich ineinander umwandeln, und es kann daher keinen kritischen Punkt beim

Schmelzvorgang existieren.

Tabelle 7.1. Kritische Daten einiger Gase.

7 Das thermische Gleichgewicht

Substanz | Kritischer Druck | Kritische Temperatur | Siedetemperatur
[bar] (K] °C K] °C
Wasser 217,5 647.4 374,3 373,2 100
Ethanol 63,1 516,6 243.,4 351.,9 78,9
COo 72,9 304,2 31 194,7 | —78,5
D) 50,8 1544 —119 90,2 —183
Ny 35 126,1 —147,1 77,4 | —195,8
Hy 13 33,3 —240 20,4 | —252,8
‘He 2,26 5,3 —267,9 4,2 | —268,9
3He 1,15 3,33 —269,8

7.3.3 van der Waals-Gleichung 11

Mit zunehmender Dichte unterscheidet sich ein Gas immer mehr vom idealen Gas, bis
es schliefllich kondensiert. Dafiir sind Kréfte zwischen den Molekeln verantwortlich,
die wir bisher negiert haben. Es war das Verdienst VAN DER WAALS’, eine Néhe-

rungsformel fiir die Abweichungen von der Idealitéit aufgestellt zu haben.

e Auf Grund der Tatsache, dal beim Kondensieren eine Fliissigkeit entsteht, de-
ren Molekeln sich gegenseitig beriihren, und wegen der um Gréfenordnungen
kleineren Kompressibilitit folgerte er, dafi das Eigenvolumen vom dem Gas zur

Verfiigung stehenden Volumen abgezogen werden muf}: V — V —b.

e Da sich die Gasmolekeln anziehen, folgt, dal der insgesamt vom Gas ausgeiibte
Druck kleiner als der eines idealen Gases sein mufl, da die Richtung dieser
Kraft nach innen zeigt. Diese Kraft ist proportional der Gasdichte, andererseits
ist der Druck selbst der Gasdichte proportional (DALTONsches Partialdruck-
gesetz). Folglich ist dieser Korrekturterm oc 1/V? und mufl dem gemessenen
Druck zugeschlagen werden, um an der algebraischen Form der Gasgleichung

festzuhalten (Abb. 5.4):

p:

RT a

V—-b V2

:><p+

a

)(V—b):RT.
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van-der-Waals-
Isothermen
g unterkritische
unter- van-der-Waals-Isotherme
kri- mit einer Maxwell-Geraden
ey tisch =
S
> kritisch .
< . ©
o ber- -E- c
kritisch f d b
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Abb. 7.4. Das nichtideale Verhalten eines Gases unterhalb des kritischen Punktes wird
durch die vAN DER WAALS-Gleichung beschrieben. Im Zweiphasengebiet findet Zerlegung
in zwei Phasen statt, die beiden Volumina Vj und V; werden durch die MAXWELL-Gerade
miteinander verbunden.

Diese Gleichung ist dritten Grades in V', deren Wurzeln entweder alle drei reell
sind oder nur eine (und die beiden anderen konjugiert-komplex). In einem real exi-
stierenden System entsprechen bei vorgegebenen p und T der VAN DER WAALSschen
Gleichung entweder ein Wert des Volumens oder deren drei. Bei hohen Temperatu-
ren sind die beiden Korrekturen klein, und wir kénnen mit dem idealen Gasgesetz
rechnen, bei tiefen Temperaturen dagegen erhalten wir drei Volumina (Abb. 7.4 re.).

7.3.3.1 Metastabilitdt und Maxwell-Gerade. In den Bereichen zwischen e und
g auf der Hochdichteseite und zwischen a und ¢ auf der Niedrigdichteseite nimmt
das Volumen bei Druckzunahme ab. Im Bereich zwischen ¢ und e dagegen miifite das
Volumen bei Druckerh6hung zunehmen. Dies ist kein stabiler Zustand, sondern ein
eklatanter Versto§ gegen die thermodynamischen Stabilitdtskriterien (in Wirklich-
keit der Fall der Explosion). Daher kann eine Substanz, deren Volumen allmé&hlich
gedndert wird, ihre Homogenitét nicht behalten, sondern mufl in zwei Phasen zerfal-
len. Die tatséchliche Isotherme ist folglich die Line abdf g, und MAXWELL zeigte, daf3
die Flachen, die die beiden Kurvenstiicke mit der MAXWELL-Geraden einschlieflen,
gleich sein miissen.

Die Abschnitte bc und ef sind dagegen metastabil und entsprechen den Zustanden
unterkiihlter Dampf und iiberhitzte Fliissigkeit.

Im kritischen Punkt fallen die Schnittpunkte der MAXWELL-Geraden mit der
VAN DER WAALS-Isotherme zusammen. Folglich ist die Neigung der Tangente an der
Isotherme horizontal:

op\ o
<W>T—0:>/-@T—oo. (7.9)
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Im kritischen Punkt ist die Kompressibilitidt unendlich grofS. Das Gleiche gilt fiir den
isobaren Ausdehnungskoeffizienten as:

(g‘;)p . (7.10)

Ihr Quotient, der Spannungskoeffizient (i, ist dagegen immer endlich.

7.4 Systeme aus zwei Komponenten

7.4.1 Raoultsches Gesetz

Wir haben in den Kap. I und IT das DALTONsche Partialdruckgesetz behandelt. Da-
nach setzt sich der Gesamtdruck einer Mischung von Gasen aus den Partialdriicken
der einzelnen Gase zusammen:

RT RT RT RT &
p:n17+n27+ +nk 7277'1 n, (19)

und das Verhéltnis ** wurde Molenbruch genannt. Da 37;n; = n, ist der Wert von

% Eins. In einer idealen Mischung gilt Gleiches fiir den Dampfdruck der Dampfe
iiber der Mischphase. Danach ist also

DPges = PA + pB, (711)
und
na ng
= ——pi A = ———p7 7.12
PA A +anA PB A +anB ( )

mit p; den Dampfdriicken der reinen Komponente i. Dieser Zusammenhang ist als
RaourLTsches Gesetz bekannt und gilt fiir ideale Mischungen, bei denen die Wechsel-
wirkung zwischen den Konstituenten vernachlassigbar ist.

7.4.2 Das chemische Potential

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir die Freie Energie ' und deren Pendant,
die Freie Enthalpie GG, zur Bestimmung des chemischen Gleichgewichts verwendet
und auch die Dampfspannungskurve beschreiben kénnen. Diese Funktionen hidngen
fiir eine reine Substanz entweder von 7" und V bzw. von T und p ab. Haben wir eine
Mischung von wenigstens zwei reinen Substanzen, ist offensichtlich, daf§ F' oder G
auch vom jeweiligen Anteilsverhéltnis abhéngen, und wir schreiben dafiir

dG = <6G> dT + <8G> dp+ <8G> dnl—i-(aC:) dng. (7.13)
or DyN1,n2 ap Tni,n2 anl T,p,n2 an2 T,p,n1
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Die von der Molzahl abhéngigen partiellen Differentiale werden als chemisches Po-
tential p bezeichnet:
dG = —SdT + Vdp + ,Uldnl + Mzdng, (714)

und bei konstanten 7" und p ist die Anderung von G einer Mischphase

dG = uldnl -+ [LQd’I’LQ. (715)

Nach Gln. (7.13/14) ist Voraussetzung, daf die Zusammensetzung unverdndert bleibt;
unter dieser Bedingung kénnen wir Gl. (7.15) integrieren und erhalten fiir die Freie
Enthalpie selbst

G = piny + o no. (7.16)

In einer idealen Mischung existiert keinerlei Wechselwirkung zwischen den Kon-
stituenten derselben, und wir schreiben mit Gl. (6.6) (zunéchst fiir Gase)

G=G°+RTInpApu=p°+ RTInp; (7.17)

7.4.3 Chemische Reaktionen

Interessieren wir uns fiir die Reaktion

UaAA + vgB — vcC + vpD (7.18)

mit den chemischen Potentialen p; und den v; den stéchiometrischen Gewichtskoeffi-
zienten der Reaktionsprodukte und den v; denen der Reaktanten, dann ist die Freie
Enthalpie

G =) v+ > ;. (7.19)
i=1 j=1

Zu Beginn der Reaktion ist die erste Summe Null. Infinitesimale Anderungen von G
ergeben sich zu

dG = pdvy; + > vpdp + Y pyde; + > vidp. (7.20)
i=1 i=1

Jj=1 Jj=1

Durch Vergleich mit Gl. (7.15) folgt sofort, daf3

> vidp + Y vidp; =0 (7.21)

i=1 j=1

sein muf}. Dieser Zusammensetzung ist eine harte Bedingung und unter dem Namen
G1BBS-DUHEM-Gleichung bekannt. Sie ist von iiberragender Bedeutung zur Behand-
lung von mehrkomponentigen Systemen aus mehreren Phasen. Also verbleibt
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dG = ,uldnl -+ ,ugdng. (722)

Die Anderungen der Molzahlen n; aus Gl. (7.18) héingen mit den stéchiometrischen
Gewichtskoeffizienten wie folgt zusammen:

dne  dnp dna dnp

14¢ VD UA 1453
Bezichen wir das auf die Anderung von A, ist auch
dnc = —V—CdnA Adnp = —V—anA ANdng = V—BdnA ANdny = V—AdnA. (7.24)

VA VA VA VA

Also wird aus Gl. (7.20)

1
A \u=1

j=1
Da dna und va verschieden von Null sind, ist im Gleichgewicht
dG =0= Z Vilt; — Z /JJjVj, (726)
i=1 j=1

und die Anderung der Freien Enthalpie ist die Differenz der chemischen Potentiale
zwischen Produkten und Reaktanten.

7.4.4 Phasengleichgewichte

Dazu stellen wir uns vor, daf§ wir ein aus zwei Komponenten bestehendes System
haben, das zusétzlich in zwei Phasen vorliegt, zwischen denen thermodynamisches
Gleichgewicht herrsche. Dann ist erstens nach Gl. (7.15)

Wenn dn; Mole aus der Phase ’ in die Phase ” {ibergehen, mufl nach GIBBS-DUHEM
zweitens

dn} = —dn{ (7.28)
sein oder

dn/, + dn = 0. (7.29)

Weiters ist zur Voraussetzung gemacht, dafl die Zusammensetzung der Mischphase
unverandert bleibt, insbesondere bleibt die Komponente 2 unverindert. Also ist fiir
dG:

dG = pjdn] — pi dn} (7.30)
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bzw.

py = py (7.31)
Im Phasengleichgewicht ist das chemische Potential einer jeden Komponente in jeder

Phase gleich grof.

7.4.4.1 Phaseniibergang Fliissigkeit/Dampf. Das chemische Potential in der
Dampfphase ” bestimmt sich nach Gl. (7.17) zu

' = p®" + RT In p;. (7.32)
Nach. Gl. (7.31) folgt damit fiir das chemische Potential der fliissigen Phase

= p®" + RT Inp;, (7.33)

wobei der Dampfdruck nach dem RAouULTschen Gesetz geschreiben werden kann als

[GL (7.12)]

n; °
Pi = =D, 7.34
2N (7:34)
was, in (7.33) eingesetzt,
we =p" + RT Inp; + RT Inx; (7.35)

ergibt. Fassen wir die ersten beiden Terme auf der rechten Seite zu einem Stan-
dardpotential bei STP zusammen, dann folgt fiir das chemische Potential der i-ten
Komponente in der fliilssigen Phase

ph = " + RTInpf +RT In; (7.36)

o,/

Hi

Diese Gleichung fiir die fliissige Phase ist das Gegenstiick zu Gl. (7.32), in dem das
RaAouLTsche Gesetz verborgen ist.

Beispiel 7.1 Bestimmen Sie die Anderungen der Freien Enthalpie und der Entropie beim
Mischen von zwei halben Mol von zwei unterschiedlichen Substanzen!

Die Freie Enthalpie vorher ist die Summe der chemischen Potentiale vorher:

2
Gi=>_ uni, (7.37)
i=1
auf 1 Mol bezogen (n1 + ng = 1 Mol):
2
Gl = Z ,ufxi. (7.38)
i=1

Nach der Mischung ist die Freie Enthalpie
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2 2 2
G = Z,umi = Z,ufnz + RTZ i nz;, (7.39)
i=1 i=1 i=1
damit deren Differenz
2
AG = RT> z;lna;, (7.40)
i=1
was in Zahlen

AG =8,314-298 (1o In2 + 5 1In2) = —1725J (7.41)

ausmacht. da die Molenbriiche immer kleiner als Fins sind, sind die Freien Mischungsent-
halpien immer negativ, und die Reaktion verlduft spontan.
Sie ist ausschlielich getrieben durch den Gewinn an Mischungsentropie, die sich zu

AS =

1 2
—= (AG—-AH)=R) z;Inwz; (7.42)
1=1

erweist, da AH nach Voraussetzung (keine Wechselwirkung) verschwindet, was auch aus
Gl. (7.40) hervorgeht.

7.5 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 7.1 In Kuwait City (30° nordl. Breite) ist die Solarkonstante am Mittag
1,2 kW/m?. Wieviel Wasser verdunstet jede Sekunde von einem 100 m? grofien Pool?
Rechnen Sie mit einer Verdampfungsenthalpie von 43 kJ/Mol!

Losung.
P =P,-100m? = 120 kW. (1)
P
= ——— =28Mol =50g. 2
m N ,8Mol=50¢g (2)

Aufgabe 7.2 Zeigen Sie graphisch den Verlauf der Energie und der spezifischen
Waérme am Siedepunkt und erkléren Sie den Verlauf!

Losung.
Bei konstanter Warmezufuhr ist die Entropiednderung bei niedrigerer Temperatur
grofler als bei hoherer:

o
AS = YC?, flir T1 > T2 fOlgt ASl < ASQ (1)
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[ Flissigkeit ] L i L
I —— Dampf / ] Q:;SF;?kelt

';'[a. L;.] I I I I I I T [a. ul.]

Energie [a. u.]
¢, la ul

Abb. 7.5. Energie und spezifische Wéarme am Phaseniibergang erster Ordnung.

Aufgabe 7.3 Bestimmen Sie die Zunahme der Entropie beim Schmelzen eines
Korpers der Masse m mit der spezifischen (d. h. auf die Masse bezogenenen) Schmel-
zenthalpie AHsmels, Schmelztemperatur Tsomel,. Der Vorgang selbst erfolge langsam
(reversibel und adiabatisch) bei Atmosphérendruck. Daten:

1. Wassereis: Schmelztemperatur: 273 K, Schmelzwirme: 3,35 - 10° J/kg.

2. Quecksilber: Schmelztemperatur: 234,1 K, Schmelzwirme: 11,8 - 10® J/kg.

Losung.

1. Wassereis

A
25 1 93.10° J/kg K = 2,2 10" J /KMol K — 2, 64R. (1)
m

2. Quecksilber

A
25 _ 10¢ J/KMolK = 1,20R. (2)
m

Aufgabe 7.4

e Zeichnen Sie das pV-Diagramm im Zweiphasengebiet! Kommentieren Sie kurz
die Steilheit der Kurven im Gebiet der Fliissigkeit, des Dampfes und im Zwei-
phasengebiet!

e Wie heiflen die eingezeichneten Kurven (welcher Parameter ist konstant)?

e Geben Sie eine Definition des kritischen Punktes!
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3.5
L  ——— H,0, Clausius-Clapeyron .
30 —C— Luftdruck /

[m]
2.5+ ; ]
2.0+ /: ]

S 15} .
: - o—o—-0-0 00O
= 1.0F O———Q/O/QF/C)/\J o— ]
0.5¢ _ e ]
D/
0.0} —g—0—0 ]

25 50 75 100 125
T[C]

Abb. 7.6. Der Dampfdruck des Wassers erreicht im Dampfdrucktopf bei etwa 105 °C den
Luftdruck.

e Was verstehen Sie unter der Hebelregel im Zweiphasengebiet?

e Wie hoch ist die Kompressibilitdt im Zweiphasengebiet?

Aufgabe 7.5 Ein Dampfdrucktopf wird zur Hélfte bei 20 °C mit Wasser gefiillt und
bei einem Gesamtdruck von 1 bar verschlossen. Der Topf wird erwarmt. Bei welcher
Temperatur siedet das Wasser (ps m,0 bei 20 °C: 26,3 mbar, AHyeq. = 42,5 kJ/Mol)?

Losung. Das Wasser siedet, wenn sein Dampfdruck dem Dampfdruck der dariiber-
liegenden Atmosphére gleich ist, also

PH,0 = PLuft- (1)
{AH ( 1 1 )} (2>
=poexpy — | =— — =— .
PH,0 = Po €XP R T T,
T
uft = Do— 3
PLuft p0T2 ( )

Die transzendente Gleichung wird am besten graphisch gelost.

Aufgabe 7.6 Schétzen Sie mit der CLAUSIUS-CLAPEYRONschen Gleichung ab, wie
hoch die Gefrierpunktserniedrigung des Wassers beim Schlittschuhlaufen ist. Die Mas-
se des Liufers betrage 75 kg, die Lauffliche sei 20 mm? grof. Die Schmelzwirme des
Eises ist AH = 3,35-10° J/kg, V4 = 1,000 cm?/g, Vi = 1,091 cm?/g (s fiir solid),
TSehmelz ~ 273 K.
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Losung. Wir l6sen die CLAUSIUS-CLAPEYRONsche Gleichung nach d7" auf:

AH -
dT = dp. !
(TSChmelz<Vh - K)) P ( )

Der Schweredruck, der zum Atmosphéarendruck hinzukommt, ist

75-9,81

p = 20-10-6 = 368 bar. (2)
AH 3,35-108
= Nm %K. 3
TSchmelz(‘/ﬁ - ‘/s) 273 - O, 091 m ( )
368 - 10°
13.5- 106 75 (4)

Aufgabe 7.7 An einem frostklaren Morgen betragt die Temperatur —5°C, und der
Wasserdampfpartialdruck ist auf 2,7 mbar gefallen. Wird der Reif sublimieren oder
alternativ weiterer Reif gebildet? (ps am Tripelpunkt (0,01°C): 6,1 mbar; Verdamp-
fungswarme: 45,05 kJ/Mol)?

Losung. Reif wird dann gebildet, wenn der Wasserdampfpartialdruck hoher als die
Dampfspannung, berechnet nach CLAUSIUS-CLAPEYRON, ist:

- —AH (1 1 0
P = Ds,273,16 * €XP R T T=27316K ’
45050 (1 1
—6,1- 5 " 573 ) (- 2
P=5 exp{ 8,314 (268 273)} (>
p=06,1-¢933 =4 25mbar : (3)

Der Reif wird sublimieren.

Aufgabe 7.8 Bestimmen Sie die Verdampfungsenthalpie von Wasser bei T" = 99, 63°C,
wenn folgende Daten gegeben sind:

e psy =0,5902 g/l,
® Ps1 = 07 9586 g/cm37
e p, bei 99°C: 0,9776 bar,

e p. bei 100°C: 1,013 bar.
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Losung. Aus den letzten beiden Daten folgt eine Steigung von 0,0356 bar/K, Ein-
setzen in die Gl. (5.7) liefert einen Wert von

AHVerd. = 2,2576 MJ/kg, (1)
ein guter Wert, verglichen mit dem Literaturwert von AHveq. = 2,2478 MJ/kg.

Aufgabe 7.9 Bestimmen Sie die Zunahme der Entropie beim schlagartigen Gefrieren
von 1 Mol unterkiihlten Wassers bei —10 °C! Daten:

¢p(Eis) = 37,7J/Mol K, ¢,(H,0,fl.) = 75,3 J /Mol K, Schmelzwérme —6017 J/Mol K
bei 273,2°C.

Losung. Es handelt sich um einen irreversiblen Vorgang, der zunéchst reversibel
riickgéingig gemacht werden mufl. Dieser Prozefl besteht aus drei Schritten:

1. Erwarmen des Eises von —10°C auf 0°C:

2732 T
AS, = cp(Eis)/ € —1,38J/MolK: (1)
2632 T
2. Schmelzen des Eises bei 0°C:
AH

3. Abkiihlen von 273,2 K auf 263,2 K:

AS 0.1 [ 9 70 1/MolK 3
p = (H0.0) [ 75 = <270 1/Mol K 3)
woraus sich durch Addition

AS, =20,64J /Mol K (4)

ergibt. Beim umgekehrten Vorgang nimmt die Entropie entsprechend ab, da der Ord-
nungszustand des Wassers zugenommen hat:

AS, = —20,64J /Mol K. (5)

Bei irreversiblen Prozessen sollte die Entropie aber zunehmen. Dies gilt aber nur fiir
das Gesamtsystem. Wie hat sich die Entropie der Umgebung verdndert? Diese hat
die Schmelzwérme bei —10 °C aufgenommen, wozu wir die KIRCHHOFFsche Gl. (3.73)
verwenden:

263,2

AH,(263,2K) = AH,(273,2K) + Ac, dT, (6.1)

273,2

AH,(263,2K) = 6017 + (75,3 — 37,7)(263,2 — 273,2) = —6393 J/Mol K.  (6.2)
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Damit wird ihre Entropiednderung

+6 393
263,2

AS,(Umgebung) =
Die Anderung der Gesamtentropie ist:

3" AS, = +3,66J /Mol K.

irrev.

— +24,3 J /Mol K.

127
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8 Oberflichenerscheinungen

8.1 Oberflichenspannung

Der Unterschied zwischen einer Fliissigkeit und einem Gas besteht in der Ausbildung
einer Oberfliche, mit der sich die Fliissigkeit gegeniiber einem anderen Medium, z.
B. der Atmosphére, abgrenzt. Weil die Zahl der Molekeln, die an der Oberflache lie-
gen, relativ klein zur Gesamtzahl ist, spielen diese Effekte normalerweise keine Rolle.
Je kleiner aber die unter Betrachtung stehenden Systeme sind, um so bedeutender
verschiebt sich das Verhéltnis Gesamtzahl der Molekeln zu Anzahl der Oberflichen-
molekeln (s. Tab. 8.1 fiir Wassertropfen verschiedener Grofie), denn die Oberfldche
nimmt bei fallendem Radius langsamer ab als das Volumen.

Tabelle 8.1. Verschiebung des Verhéltnisses der Gesamtzahl von Molekeln zu den
Molekeln, die die Oberfliche eines Tropfens bilden, am Beispiel von Wasser,
n = 0,0335 - 102*Molekeln /cm3.

Tropfengrofie | Gesamtzahl | Oberflichenzahl | Verhdltnis
1 cm?® 3,35 - 102 1,04 -10% 3-107
1 mm3 3,35- 10 1,04-10% 3-10°
13 3,35 - 1010 1,04 - 107 3-103

Dies ist deswegen von Bedeutung, als die Krifte, die eine Oberflichenmolekel
erfahrt, einseitig sind (im Gegensatz zur isotropen Beeinflussung inmitten eines Trop-
fens). Damit ist auch seine Energie verschieden, und die Differenz bezeichnet man als
Oberflichenenergie; sie ist proportional der Oberfliche A,

Uo = JA, (81)

wobei der Koeffizient o die Oberflachenspannung ist und immer fiir die beiden einan-
der beriihrenden Medien angegeben werden mufl. Uy versucht, immer ein Minimum
zu erreichen. Daher mufl ¢ immer positiv sein, sonst hétte die Trennungsfliache zweier
beriihrender Medien die Tendenz, unbegrenzt zuzunehmen. So nimmt sie dagegen ab:
Fliissigkeitstropfchen oder Gasblasen zeigen die Tendenz, Kugelform anzunehmen,
denn unter allen Korpern gleichen Volumens hat die Kugel die kleinste Oberfléche

129
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(dieser Kraft, die senkrecht auf der Oberfliche steht, entgegengesetzt gerichtet wirkt
die Schwerkraft).

8.2 Randwinkel

Befinde sich eine Fliissigkeit in einem Gefaf3, so beriihren sich an seiner Wand drei

Medien (Abb. 8.1):
o Gefifiwand (1),
e die Fliissigkeit (2),

e ihr Dampf + Luft (3).

Abb.8.1. An der

Beriihrungsstelle aller  drei

Gis Medien (Stelle 0) greifen drei
G, 3 Oberflichenkrifte an, die

110 3 1 O jeweils tangential ins Innere

der Grenzflichen zwischen den
beiden Medien zeigen: 013, 023
und oi2. © ist der Randwinkel
o, zwischen der Oberfliche der
E— — Fliissigkeit und der Wand.

Gleichgewicht herrscht dann, wenn die Resultierende der drei Kréfte keine Kom-
ponente mehr langs der GeféaBwand aufweist, oder, was dasselbe ist, wenn die Resul-
tierende der Oberflichenkréfte senkrecht auf der Oberflache steht (Abb. 8.2), d. h.

wennn

013 — 012
013 = 012 + 023 €08 O V 093 08O = 013 — 019 = cos©O = —————= (8.2)
023

woraus fiir den Randwinkel © selbst folgt, dafl er nur von der Natur der sich beriihren-
den Medien abhéngt, aber nicht von der Form des Gefdafles oder der am Koérper an-
greifenden Schwerkraft, und dafl

1. im Falle 013 — 019 > 093 es keinen Winkel gibt, fiir den Gl. (8.2) erfiillt ist, und
die Fliissigkeit dann ganz an der Wand hochkriecht, und
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Abb. 8.2. An der Darstellung
des positiven Randwinkels
wird ersichtlich, dafi die
Resultierende  der  Grenz-
flichenspannungen senkrecht
zur Oberfléiche steht.

2. beginnend vom ersten definierten Wert (bei Gleichheit von Dividend und De-
ViSor 093 = 013 — 012), bei dem Winkel eben Null ist, im Falle 093 > 013 — 012
dieser Randwinkel allméhlich sehr groie Werte (bis 90°) annimmt, m. a. W.:
der Tropfen wird zu einer sehr flachen Schicht ausgezogen, und es wird kein
Meniskus beobachtet (das kann bis einer monomolekularen Schicht gehen).

3. Im Falle 13 > 015 der Cosinus negativ, der Randwinkel ® muf} also grofler als
90° werden (z. B. fur Hg 138°).

8.2.1 Benetzung

Ist 013 also grofler als 019, wird cos©® > 0, und der Winkel wird spitz. Der Fliissig-
keitsrand wird angehoben, der Meniskus ist konkav, die Oberfliche wird benetzt (Fall
Wasser auf Glas).

Ist 013 dagegen kleiner als 015, wird cos © > 0, und der Winkel wird stumpf. Der
Fliissigkeitsrand wird abgesenkt, der Meniskus ist konvex, die Oberflache wird nicht

benetzt (Fall Quecksilber auf Glas).

8.3 Kapillarkrifte

8.3.1 Krifte auf einer Kugeloberfliche

Die allgemeingiiltige Aussage iiber das thermodynamische Gleichgewicht mufi dann
modifiziert werden, wenn der Einflul von Oberflichenerscheinungen beriicksichtigt
werden mufl. Wie wir eben gesehen haben, ist das dann der Fall, wenn der Anteil der
die Oberfliche konstituierenden Molekeln einen wesentlichen Teil der Gesamtzahl der
Molekeln ausmacht.
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Wenn also eine Kraft wirkt, die die Oberfliche zu verkleinern versucht, dann
wirkt also von auflen ein Druck, der Oberflichendruck po; und der Druck im Innern
ist grofer als auflen, was mit der differentiellen Form der Gl. (8.1)

dUo =o0dA = podV, (83)

ergibt. Im Idealfall der Abwesenheit der Schwerkraft ist O = 4wr? und V = Y773,
also dO = 8rrdr und dV = 47r2dr und

20
r
(diese Gleichung wird oft als LAPLACE-Gleichung bezeichnet), dabei ist der Ober-
flichendruck dort positiv, wo eine konvexe Oberfliche vorliegt (Fall der Seifenblase,
Fall der Hg-Kapillare). po geht fiir r — oo gegen Null und ist andererseits um so
grofer, je kleiner der Kritmmungsradius ist: in kleinen Seifenblasen (auch Luftballons)
herrscht ein groBerer Uberdruck als in grofien. Dementsprechend benétigt man mehr
Kraft am Anfang des Ballonaufblasens, und bei zwei kommunizierenden Ballons blést
der kleinere den grofieren auf.

po = (6.4)

8.3.2 Krifte in einer Kapillare

Der Randwinkel ist fiir Wasser in Glas (oder in Pflanzenkapillaren) spitz, also ist
der Druck in der Fliissigkeit um die Grofie po niedriger als in der umgebenden Luft.
Folglich wird die unter dem Einflufl des auf die Oberfliche wirkenden Luftdrucks der
Pegel in der Kapillare solange ansteigen, bis (Abb. 8.3)

po = pgh. (8.5)

Abb.8.3. Der Meniskus in
einer Kapillare kann als Teil
der Oberfliche einer Kugel
betrachtet werden, der iiber
d/2 Lhd = r cos © mit dem Durch-
messer der Kapillare zusam-
0 menhéngt.

DN\ =

Mit Gl. (8.5) wird damit fiir die Steighthe
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200 4o cos©O 40 cos ©
po=pgh=—=—"—=>h=——.
r d pgd

8.3.3 Krifte zwischen zwei Glasplatten

In einem Hohlzylinder der Querschnittsfliche 7r? und der Hohe h ist die Oberfliiche
O = 27rh und das Volumen V = 7r?h; damit wird aus Gl. (8.2)

o

bo = . (8.7)

Analog der eben angestellten Betrachtung ziehen sich auch zwei parallele Glasplat-
ten an, zwischen denen sich ein Fliissigkeitsfilm befindet, dessen Seitenflichen mit der
Luft in Beriithrung stehen, wenn der Randwinkel spitz ist. Bei geniigend kleinem Zwi-
schenraum kann nédmlich jeder kleine Teil des Meniskus als Teil der Oberfliche eines
Zylinders mit dem Radius r aufgefait werden. Nach Abb. 8.2 ist der Zusammenhang
zwischen Radius und Abstand auch fiir dieses Problem gegeben durch '/hd = r cos ©,
folglich ist der Unterdruck in der Fliissigkeit

o 20co0s0O
Po r d ) ( )

und die Kraft, mit der sich die Platten anziehen, ist damit ihrer Flache direkt und
ihrem Abstand umgekehrt proportional:

20 cos©A

d
Glasplatten, die durch eine Wasserschicht von 1 ym Dicke voneinander getrennt
sind, iiben z. B. einen Druck von 114 bar aufeinander aus.

F = (8.9)

8.3.4 Dampfspannung iiber einer gekriimmten Oberfliche

Bei ebenen Oberfléchen einer Fliissigkeit ist die Dampfspannung oder der Dampfdruck
ausschliefllich eine Funktion der Temperatur. Dies gilt nicht fiir stark gekriimmte
Oberflachen. Nach Gl. (8.6) gilt fiir die Steighohe in einer Kapillare (pg: Fliissigkeits-
dichte, r: Radius der Kugel, deren Oberfliche den Meniskus enthéalt)

2
h= "2 (8.10)
paryg
andererseits wissen wir aus der Mechanik, dafl der Druck eines Dampfes nach
Ap = ppgh (8.11)
abnimmt. Folglich ist die Druckzunahme iiber einer konvexen Kugel
2
Ap =2, (8.12)
ropa

Natur der Uberhitzung und Unterkiihlung, Nebelkammer.
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8.4 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 8.1 Bei einer Oberflichenspannung o von fiir reines Wasser: welches Vo-
lumen kann ein Tropfen haben, der aus einer Leitung mit 2 mm Durchmesser tropft?

Losung. Der Tropfen hdngt am Rohr mit der Kraft

F=0-U=2rro=mg=pVyg. (1)

Damit ergibt sich ein Volumen von etwa 0,045 ml.



9 Ausgleichsprozesse

9.1 Diffusion

In einer Losung, deren Konzentration sich von Ort zu Ort &dndert, finden Durch-
mischungsprozesse statt, da die Molekeln der gelosten Substanz durch die chaoti-
sche Warmebewegung sich von Orten hoherer Konzentration nach Orten niedrigerer
Konzentration bewegen, bis die Losung iiberall dieselbe Zusammensetzung aufweist.
Dieser Prozefl wird Diffusion genannt, und wir schreiben fiir die Dichte des Diffusi-
onsstroms:

j=—DVe, (9.1)

mit D dem Diffusionskoeffizienten, der die Dimension

D=~ (9.2)

aufweist und damit die gleiche Dimension wie die kinematische Zahigkeit, mit der
wir die Diffusion der Geschwindigkeit durch eine Fliissigkeit beschrieben haben. Die
Fliissigkeit bleibt dabei insgesamt in Ruhe.

9.2 Wirmeleitung und Wiarmeleitfihigkeit

Mit der Diffusion verwandt ist der Prozel der Warmeleitung. Nach dem thermodyna-
mischen Stabilitdtskriterium werden in einem System Temperaturunterschiede durch
einen Warmeflufl ausgeglichen. Dabei stolen Molekiile der stirker erwérmten Bereiche
mit denen der benachbarten schwicher erwérmten zusammen und iibertragen ihnen
einen Teil ihrer Energie. Das Medium (System, Koérper) bleibt auch hierbei selbst in
Ruhe, wenn keine Druckunterschiede vorliegen, und wir definieren die Warmestrom-
dichte @), die mit dem Temperaturgradienten iiber

Q= K (9.3)

zusammenhéngt: der Warmestrom ist der Richtung zunehmender Temperatur entge-
gengesetzt gerichtet, und die Warme fliefst in der Richtung der abnehmenden Tem-
peratur, und zwar so lange, bis sich die Temperaturen der verschiedenen Bereiche
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ausgeglichen haben. r ist dabei die Warmeleitfahigkeit. Wird die Wéarmestromdichte
in J/m?sec gemessen, ergibt sich die Dimension von k zu

Ikl = msicK' (9-4)

Weil die Temperaturdnderung eines Korpers aber gleich der aufgenommenen (ab-
gegebenen) Wirmemenge, dividiert durch seine Warmekapazitét, ist, wird die Ge-
schwindigkeit des Temperaturausgleichs durch die Grofie

. K
pCyp

bestimmt (p die Dichte und C}, der Wérmekapazitit pro Masseneinheit), die hier nach
unserer Voraussetzung fiir konstanten Druck verwendet wird. Daher bezeichnen wir
die Grofle x als Temperaturleitfahigkeit. Sie hat die Dimension

X (9.5)

J 3kgK 2
e T (9.6)
msecK  kgJ sec

[X] =

und stimmt mit derjenigen des Diffusionskoeffizienten iiberein. y hat also die Bedeu-
tung eines Diffusionskoeffizienten der Temperatur.

Tabelle 9.1. Warmeleitfahigkeit « fiir einige Substanzen bei Zimmertemperatur.

Substanz K Substanz K
[J/m sec K] [J/m sec K]
Wasser 0,6 Blei 35
Benzol 0,15 Eisen 75
Glas 0,4—-0,8 Kupfer 380
Silber 420

Man kann die Metalle deutlich von anderen Stoffen (Isolatoren) abgrenzen. Dies
liegt an der groen Geschwindigkeit der , freien* Elektronen in Metallen (etwa 1% der
Lichtgeschwindigkeit), die die thermischen Geschwindigkeiten der Molekeln (Sammel-
begriff fiir Atome und Molekiile), die zwischen 100 und 1000 m/sec liegen, bei weitem
iibertreffen.

9.3 Konvektion

Eine Durchmischung kann auch durch die Wirkung des Schwerefeldes erreicht werden.
So hat eine Losung von Kupfersulfat eine hohere Dichte als Wasser. Schichtet man auf
eine derartige blaue Losung vorsichtig Wasser, findet durch Diffusion ein langsamer
Konzentrationsausgleich statt. Gieit man dagegen eine Losung von Kupfersulfat vor-
sichtig auf Wasser, sinkt die blaue Losung wesentlich schneller nach unten, wahrend
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Abb. 9.1. Nichtstationire Wirmeleitung in einem runden Eisenstab (8 mm Durchmesser,
1 m Lénge): Wie schnell kommt eine bestimmte Temperatur im Stab voran? Es braucht
grofenordnungsméfBig Minuten, bis sich ein stationéres Gleichgewicht einstellt.

Wasser aufsteigt (Konvektion). Bedingt ist dies durch schlechte Wérmeleitfihigkei-
ten, so dafl auf- und absteigende Massen nur wenig Wirme mit der dann neuen
Umgebung austauschen kénnen. Dies ist insbesondere fiir Gase der Fall (Schornstein,
(adiabatische) Schichtungen der Erdatmosphére).

9.4 Ausgleichszeit und Random Walk

In einer Fliissigkeit mit Konzentrationsgradienten finden also auf Grund der Diffusion
Ausgleichsprozesse statt. Was ist deren zeitliche GroBenordnung, oder von welchen
Groflen hingt diese Ausgleichszeit ab? Mogliche EinfluBgréfien sind die

1. Konzentration ¢, der

2. Diffusionskoeffizient D und

3. Abmessungen des Gebiets mit Konzentrationsschwankungen, linear also L.

Die erste Variable, die Konzentration selbst, kann das nicht sein, denn je hoher
die Unterschiede der Konzentration, je steiler also der Gradient, umso grofler die
Dichte des Diffusionsstroms. Als einzige Grofien bleiben also D und L, und die einzige
Kombination dieser Gréflen, um die Dimension der Zeit zu erhalten ist

LQ
to<5:>Lo<\/Dt. (9.7)



138 9 Ausgleichsprozesse

Das ist die Gleichung fiir den Random Walk. Obwohl die Bewegung der Molekeln
innerhalb der Fliissigkeit vollstéandig chaotisch ist, erreichen also nach einer gewissen
Zeit t bei gegebenem D im Mittel das Ziel L, das also als der mittlere Abstand
anzusehen ist, um den sich jede Molekel in der Zeit ¢ von der Anfangslage entfernt
hat.

9.5 Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 9.1 Bestimmen Sie die Gleichung fiir den Random Walk unter der Annah-
me, daf} jeder Stofl eine Umlenkung um 90° zur Folge hat. Zeigen Sie das fiir 2, 3 und
4 StoBe und schlieffen Sie dann auf n!

Losung. Zwei Weglidngen bringen nach PYTHAGORAS

Az = \V2, (1)

drei Wegléngen

Az = \V3, (2)

was die Raumdiagonale in einem Kubus ist, folglich n Stofe

Az = \/n. (3)

Die Zeitdauer dafiir ist

t=n—
v A

woraus sich eine Wegstrecke von

ergibt.
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Aufgabe 10.1 Die VAN-DER-WAALS-Gleichung beriicksichtigt die zwischenmoleku-
laren Kréfte durch den Binnendruck. Was hat das fiir Konsequenzen fiir die Energie-
bilanz?

Losung. Ein ideales Gas verrichtet die Arbeit —pdV; ein reales Gas noch zusétzlich
gegen den Binnendruck

o (U o q a
Epot_/vl <av>TdV__ S agv=-2 (1)

Damit fiihrt eine VergroBlerung des Volumens zu einer Erhéhung der Inneren Energie
des Systems. Daher muf} ein reales Gas bei einer Expansion nicht nur gegen den
auBeren Druck Arbeit leisten, sondern auch gegen den Binnendruck.

Aufgabe 10.2 Zeigen Sie, wie sich die fiir isotherme Schichtung abgeleitete Barome-
terformel veréindert, wenn eine adiabatische Schichtung angenommen wird! Weisen Sie
insbesondere nach, dafl eine Temperaturabnahme mit steigender Hohe zwangsléufig
ist!

Losung. Der Ansatz fiir die Barometerformel lautet bei isothermer Schichtung

dp = —pgdh (1)
bzw. mit Gln. (1.8/9) aus dem Skript [v = % A p = 22
pM
= —— 2
0 =""Trodh @
oder
dp Mg
) dlnp RTdh (3)

Fiir einen adiabatischen Prozef ist mit der Gl. (3.37) [cydT + pdV = 0] fur v = 1
Mol

d1 dV
- _R— 4
Cy R ( )

Beachten wir
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T T
=" ay = g,
p p
wird daraus
dT dp
CV? = R?
und wir kénnen diese Gleichung umschreiben zu (R = ¢, — ¢y)
dT dp
Sy VR D
7 —0-D7
Gleichsetzen mit Gl (3) liefert
dr Mg
— =—(y—1)==dh
T ( ) RT
bzw.
Mg
dT' = — (v —1) —=dh
(r-1—4

(5)

(8)

9)

Die Temperatur nimmt linear mit der Hohe ab. Fiir einen linearen Temperaturgradi-

enten

T—T0:a<h—h0>
wird damit aus der rechten Seite der Gl. (3)
Mg h dh
R ho To—a(h—ho)‘

Die Losung des Integrals ist elementar und liefert

1 <T0 —a(h - h0)>

——1In
a TO
insgesamt also

p(h) _ Mg}ln Ty — a(h — ho)
p(ho R a Tg

In

oder

(13)

Aufgabe 10.3 Untersuchen Sie die Vorgdnge bei der adiabatischen Entspannung

von Wasserdampf (Aufstieg in der Atmosphére)! Daten:
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1. p1 = 1,96 MPa, Ty = 333 K, AHyeq = 2,61 -10° J/kg;
2. b2 = O, 196 MPa, Ty = 290 Ka A[_[Verd = 27 53 10° J/kg7

3. AHvyeq = 2,45 -10° J/kg bei 290 K.

Bestimmen Sie die prozentuale Menge, die sich als Nebel unter Wolkenbildung
abscheidet!

Losung. Beim Aufstieg wird ein Teil z des Wasserdampfes in Nebel umgewandelt.
Folglich reduziert sich die Dampfmenge von m auf m(1—x). Die Entropie des Wasser-
dampfes bei der Temperatur 75 ist folglich nur noch S5 = (1 — 2)5,. Dazu ist Wasser
mit der Masse ma gebildet worden, die bei der Temperatur 75 die Entropie xS5%. We-
gen Adiabasie besteht kein Warmeaustausch, folglich sind die Entropien vorher und
nachher gleich:

S = (1—2)Sy +x57. (1)

AH
Sy(Dampf) = Sy (Wasser) + Tverdm (2)
2

T = S2 - Sl (AI—IVerd>1
- m T2 ’

Wir bestimmen als néchstes die Entropie des Wasserdampfes bei den beiden Tem-
peraturen:

S1 J

= —=701-10° — 4
m 7,91-10 kegK’ )
- 1.10% ———
m 87110 kgK’ (5)
woraus fiir x folgt:
x=0,095: (6)

Etwa 10 % sind als Nebel ausgefallen!

Aufgabe 10.4 Beschreiben Sie das Verhalten eines idealen und eines realen Gases
bei einer irreversiblen, adiabatischen Entspannung vom Druck p; nach p,. In Threr
Argumentation sollten enthalten sein: Innere Energie U, potentielle Energie V', kine-
tische Energie T', und die beiden Fille Abkiihlung und Erwérmung. Beschreiben Sie
den Unterschied zum Joule-Thomson-Effekt! Ist das System adiabatisch isoliert, oder
wird isotherm verfahren?

Losung. Bei einem adiabatischen Vorgang wird mit der Umgebung keine Wérme
ausgetauscht, d. h. 6¢Q) = 0. Bei einem irreversiblen Vorgang wird an der Umgebung
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keine Arbeit verrichtet, und umgekehrt verrichtet die Umgebung auch keine Arbeit
am System = §W = 0. Daraus folgt dU = 0. Die Innere Energie eines idealen Gases
héngt nur von der Temperatur ab, also bleibt bei konstanter Innerer Energie die
Temperatur konstant. Dieser Vorgang ist diskontinuierlich, er beginnt und hat ein
Ende.

Im realen Gas nimmt die potentielle Energie der Molekeln bei Entspannung auf
den Druck py < p; zu, da sich deren Abstand vergroflert. Wir wandern auf einer
Potentialkurve (LJ- oder Morsepotential) rechts vom Minimum nach oben. Da die
Innere Energie konstant bleibt, mufl sich die kinetische Energie verringern. Das ist
gleichbedeutend mit einer Abnahme der Temperatur.

Bei sehr hohen Ausgangsdriicken befinden wir uns weit links vom Potentialmi-
nimum. Also wird bei Vergréflerung des Abstands zwischen den Molekeln die innere
Energie abnehmen, die kinetische Energie folglich zunehmen =- Erhéhung der Tem-
peratur.

Beim Joule-Thomson-Versuch wird bei konstanter Enthalpie in einem adiaba-
tisch isolierten System (0Q) = 0) gearbeitet (dH = 0), in dem dauernd eine konstante
Druckdifferenz aufrechterhalten wird, um eine konstante Stromung zu gewéhrleisten.
Dieser Prozefl lauft kontinuierlich, dafiir ist die Temperaturdifferenz einfacher mef3-
bar als bei der diskontinuierlichen Entspannung, bei der U konstant bleibt, aber der
experimentelle Aufwand ist hoher.
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